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Ce texte est dans le meˆme esprit que celui que j’avais e´crit sur la relativite´ ge´ne´rale
[Hum10]. Il a pour but de pre´senter la me´canique en utilisant un langage de
mathe´maticien tout en ne perdant pas de vue l’aspect physique du proble`me. La
me´canique quantique e´tant par essence une the´orie mathe´matique, on peut a` juste
titre se dire que cette de´marche n’est pas originale. L’originalite´ re´side plutoˆt dans
le point de vue que je choisis d’adopter : j’essaye de pre´senter les intuitions qui
ont conduit au formalisme de la the´orie en allant le plus rapidement possible au
but. On ne trouvera donc ici ni exemples, ni exercices et seulement tre`s peu d’ap-
plications, bien que la plupart du texte ne de´passe pas le niveau de licence. Je
me base principalement sur l’excellent livre de Jean-Louis Basdevant et Jean Dali-
bard [BD86]. J’utilise e´galement l’incontournable [Me95]. Mon travail a surtout
consiste´ a` en extraire les points qui me semblaient les plus importants pour com-
prendre la construction de la me´canique quantique et en re´pondant a` certaines
questions que, de par ma formation purement mathe´matique, je me suis pose´es.
Il va sans dire que les choix que j’ai faits sont discutables et certains les trouve-
ront sans doute inadapte´s a` leur manie`re de penser. Je donne aussi tre`s peu de
re´fe´rences. Pour finir, je conseille a` tout lecteur qui voudrait aborder la me´canique
quantique par un ouvrage de vulgarisation, de lire le livre d’A. Mouchet [Mo95],
qui, sans rentrer dans les de´tails techniques, pre´sente de manie`re passionnante les
bases de la the´orie.
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CHAPITRE I
La naissance de la me´canique quantique
La me´canique quantique est ne´e un peu de la meˆme manie`re que la relativite´
ge´ne´rale : des observations expe´rimentales nous ont oblige´s a` revoir comple`tement
notre manie`re de penser. Alors que la relativite´ ge´ne´rale a bouleverse´ la vision
que nous avions de l’univers a` grande e´chelle, la me´canique quantique remet en
cause toute notre intuition concernant la physique des particules. En particulier,
jusqu’en 1900, matie`re et ondes e´taient comple`tement dissocie´es. La matie`re e´tait
compose´e de particules, c’est-a`-dire de briques e´le´mentaires, vues alors comme de
petites “billes”. Les ondes e´taient de´ja` plus difficiles a` concevoir, plus abstraites car
justement immate´rielles, bien qu’e´tant omnipre´sentes au quotidien : lumie`re, son,
vagues a` la surface de la mer,... On pourrait les de´finir comme des propagations
de perturbations du milieu ambiant. La barrie`re entre ces deux notions va tomber
avec la me´canique quantique mais il faudra du temps pour accepter de tels chan-
gements de conception du monde qui nous entoure. C’est en 1900 que tout a com-
mence´ lorsque Planck montre que des oscillateurs me´caniques charge´s ne peuvent
e´mettre ou absorber que des quantite´s discre`tes d’e´nergie lumineuse. Le travail
de Planck n’est en fait qu’empirique : pour eˆtre pre´cis, il montre qu’en faisant
cette hypothe`se e´tonnante, on peut e´crire une formule simple qui mode´lise parfai-
tement le spectre des corps noirs. Les physiciens de l’e´poque ne voyaient la` qu’une
astuce mathe´matique permettant de trouver des re´sultats correspondant a` l’ob-
servation. En 1905, Einstein fut le premier a` interpre´ter physiquement ces ide´es :
la lumie`re e´tait elle-meˆme compose´e de particules, ou tout au moins de ce qu’il
appelait quanta d’action et qui furent rebaptise´s photons en 1926 par Lewis, ce qui
e´tait en comple`te contradiction avec le caracte`re ondulatoire de la lumie`re. Cette
interpre´tation physique des re´sultats de Planck fut l’objet de nombreuses contre-
verses pendant plusieurs anne´es : qu’une onde comme la lumie`re puisse avoir un
comportement corpusculaire e´tait a` l’e´poque inacceptable. En 1912, Bohr propose
un mode`le de l’atome d’hydroge`ne convaincant en postulant la`-aussi que l’absorp-
tion et l’e´mission de lumie`re par la matie`re se faisait par quantite´s discre`tes.
Ce n’est en fait qu’a` partir de 1914 que ces ide´es the´oriques vont trouver leur
confirmation expe´rimentale avec les expe´riences de Franck et Hertz qui corro-
borent parfaitement les pre´dictions de Bohr sur la quantification de l’absorption et
e´mission d’e´nergie lumineuse par les syste`mes atomiques ou mole´culaires. Plusieurs
expe´riences viennent confirmer cette the´orie naissante (la me´canique quantique)
mais nous allons nous borner a` e´tudier celle des deux fentes de Young (qui est en
fait re´alise´e par F. Shimizu, K. Shimizu et H. Takuma telle que de´crite ci-dessous)
qui prouve de manie`re e´clatante la dualite´ onde/matie`re.
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L’expe´rience est la suivante : on lance des atomes de ne´on (l’expe´rience peut
aussi eˆtre faite avec des e´lectrons, neutrons, mole´cules) perpendiculairement a` une
plaque opaque perce´e de deux fentes. Un peu plus loin, on place un e´cran paralle`le
a` la plaque et on observe l’endroit ou` les atomes de ne´ons vont frapper l’e´cran
apre`s eˆtre passe´s dans l’une des deux fentes.
Atome
de néon
EcranPlaque
Figure 1. Expe´rience des deux fentes de Young
Voici alors ce qu’on observe :
– Chaque atome laisse une marque sur l’e´cran en un point pre´cis. Cela confirme
ce que l’on savait de´ja` a` savoir l’aspect corpusculaire de la matie`re.
– Beaucoup plus e´tonnant : quand on envoie une succession d’atomes du meˆme
endroit, avec la meˆme vitesse et dans la meˆme direction, ils ne frappent pas tous
l’e´cran au meˆme point. Quand on le fait un grand nombre de fois, on s’aperc¸oit
qu’ils frappent l’e´cran a` peu pre`s partout mais beaucoup plus souvent sur des
franges (colorie´es sur le dessin ci-dessus). Plus pre´cise´ment, on peut ve´rifier que
les atomes viennent frapper l’e´cran de manie`re ale´atoire avec une probabilite´
dont la densite´ est parfaitement de´finie et sinuso¨ıdale. Les franges correspondent
aux ”pics” de cette densite´.
– Plus e´tonnant encore, si l’on bouche l’une des fentes, d’autres franges appa-
raissent. Ce qui est frappant, c’est qu’il y a des re´gions de l’e´cran qui sont
atteintes re´gulie`rement lorsque une seule des deux fentes est ouverte et qui ne
le sont pas si on ouvre la deuxie`me fente. Ce type de comportement est ca-
racte´ristique de ce qu’on observe pour des ondes : sans rentrer dans les de´tails,
la somme de deux ondes est encore une onde mais les “pics” d’oscillations ne sont
plus les meˆmes. Cette expe´rience met en e´vidence le comportement ondulatoire
de la matie`re.
– Le point pre´ce´dent sugge`re alors une autre expe´rience : on ouvre les deux fentes
et on observe les atomes qui passent par la fente 1 et on note leur point d’impact.
Tout se passe alors comme si la fente 2 e´tait bouche´e. Cela semble contredire
l’expe´rience pre´ce´dente. En fait, pour faire cette deuxie`me expe´rience, on doit
s’y prendre diffe´remment et cela modifie le re´sultat. Plus pre´cise´ment, faire une
mesure influe sur le re´sultat des expe´riences.
Nous avons de´crit ci-dessus de manie`re tre`s impre´cise a` la fois le de´roulement
de l’expe´rience et son re´sultat. L’ide´e e´tait seulement de montrer que, comme en
relativite´ ge´ne´rale, il faut remettre se´rieusement en question sa manie`re de voir les
choses pour baˆtir une the´orie cohe´rente.
CHAPITRE II
Me´canique ondulatoire
Plusieurs tentatives ont e´te´ ne´cessaires avant d’aboutir a` la formulation actuelle
de la me´canique quantique. Plus pre´cise´ment, au milieu des anne´es 1920, il y avait
deux approches concurrentes pour mode´liser les phe´nome`nes quantiques : celle de
Heisenberg, Born, Jordan et Dirac, appele´e me´canique des matrices, et celle de
Schro¨dinger, appele´e me´canique ondulatoire mise au point dans une se´rie de huit
articles datant de 1926 et dont nous pre´sentons la de´marche dans ce chapitre. Cela
permettra de comprendre de manie`re relativement intuitive comment ces deux
the´ories seront unifie´es pour donner la me´canique quantique telle que formalise´e
actuellement et dont les principes seront pre´sente´s a` partir du Chapitre III.
1. Mode´lisation d’une onde
En raison de la nature ondulatoire de la matie`re de´crite plus haut, nous avons
besoin de nous inte´resser de plus pre`s a` ce qu’est une onde et a` la manie`re dont
on peut la mode´liser mathe´matiquement. Nous avons explique´ qu’une onde se
de´finissait comme la propagation d’une certaine pertubation ”ondulatoire” a` tra-
vers un milieu. Nous avons e´galement vu que ces ondes pouvaient eˆtre de na-
ture bien diffe´rentes selon qu’il s’agisse d’un son, d’une vague ou encore d’une
onde gravitationnelle comme rencontre´e en relativite´ ge´ne´rale. D’un point de vue
mathe´matique, ces phe´nome`nes ont tous en commun de faire intervenir les solu-
tions de l’e´quation des ondes
ϕ = 0 (II.1)
(ou`  := −∂tt+∆ = −∂tt+
∑
i ∂ii est l’ope´rateur D’Alembertien) ou tout au moins
des solutions d’e´quations dont la forme est tre`s proches et qui peuvent avoir des
termes supple´mentaires en fonction du milieu observe´. C’est de cette constatation
que nous allons partir : une onde sera mode´lise´e par une fonction ϕ : M → C,
solution d’une certaine e´quation et ou` M est l’espace-temps que l’on conside`re.
Le plus souvent on travaille avec celui de la me´canique classique puisque de nom-
breux points de la physique quantique s’accordent mal avec les the´ories relativistes.
La fonction ϕ doit contenir toute l’information ne´cessaire a` la description de l’onde.
Une solution e´vidente de l’e´quation (II.1) est la fonction
ϕ(x, t) = ϕ0e
i(k·x−ωt) (II.2)
ou` x repre´sente le vecteur position, t le temps, k le vecteur d’onde (c’est-a`-dire le
vecteur de propagation d’onde), ω est la fre´quence de l’onde et x · k est le produit
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scalaire. On suppose ici que l’on travaille sur Rn × R avec le produit scalaire
canonique sur Rn, espace des vecteurs positions. ϕ0 est une constante que nous
laissons de coˆte´ pour l’instant. La raison pour laquelle le vecteur k est appele´
vecteur d’onde est la suivante : on a
ϕ(x, t) = ϕ(x+ wk/||k||, t+ 1),
ce qui signifie que le phe´nome`ne observe´, quel qu’il soit, a les meˆmes proprie´te´s en
(x, t) et en (x+wk/||k||, t+1) et a donc un vecteur de propagation e´gal a` wk/||k||.
Par ailleurs, on observe que, pour que ϕ soit solution de (II.1), il faut et il suffit
que w2 = ||k||2. Autrement dit, le vecteur de propagation est bien le vecteur k.
DE´FINITION II.3. Une onde de la forme (II.2) est appele´e onde monochroma-
tique.
On remarquera que cette de´finition est purement mathe´matique et n’est pour
l’instant relie´e a` aucun phe´nome`ne physique.
2. Mode´lisation d’une particule en me´canique ondulatoire et e´quation
de Schro¨dinger
Compte-tenu de l’expe´rience des fentes de Young de´crite plus haut, l’ide´e (auda-
cieuse) va eˆtre de mode´liser les particules de la meˆme manie`re que des ondes, a`
savoir par une fonction ψ :M → C contenant toute l’information sur la particule.
Ici, M est l’espace-temps de la me´canique classique et s’e´crit M =M ′×R ou` M ′,
est le ”domaine d’existence” de la particule. Dans ce qui suit, on prendraM ′ = R3.
Pour tenir compte de l’aspect ”mate´riel” de la particule, on va imposer :
Principe 1 : la probabilite´ de trouver la particule a` l’instant t dans une portion
Ω ⊂ R3 est e´gale a`
∫
Ω
|ψ(x, t)|2dx. (II.4)
Toute fonction suffisament de´rivable ψ : M → C n’est pas ne´cessairement admis-
sible. Par exemple, le principe 1 impose que l’on ait∫
R3
|ψ(x, t)|2dx = 1. (II.5)
L’expe´rience des fentes de Young sugge`re e´galement que les ondes puissent se
superposer ce que conduit a` supposer
Principe de superposition : Toute combinaison line´aire de fonctions d’onde
est e´galement une fonction d’onde admissible
Avant meˆme de l’expliquer, e´nonc¸ons le principe fondamental de la me´canique
ondulatoire :
Principe 2a : La fonction d’onde ψ : M → C d’une particule de masse m
e´voluant dans le vide et soumise a` aucune interaction est solution de l’e´quation de
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Schro¨dinger
i~∂tψ = − ~
2
2m
∆ψ (II.6)
ou` ~ est une constante universelle appele´e constante de Planck et ou` le laplacien
∆ est un laplacien spatial, avec la convention de signe suivante :
∆ = ∂11 + ∂22 + ∂33.
On prendra garde au fait que le laplacien ici est celui habituellement
utilise´ en me´canique quantique. Il est e´gal l’oppose´ de celui utilise´ en
ge´ome´trie diffe´rentiel (et en particulier dans [Hum10]).
La constante de Planck ~ posse`de les dimensions dune e´nergie multiplie´e par le
temps, ou de manie`re e´quivalente d’une quantite´ de mouvement par une longueur.
Voici sa valeur exprime´e en Joule.Secondes :
~ = 1, 05457162810−34 J.s
avec une incertitude standard de ±0.00000005310−34 J.s.
Dans le cas d’une particule place´e dans un potentiel, on a
Principe 2b : La fonction d’onde ψ : M → C d’une particule place´e dans un
potentiel V (x, t) est solution de :
i~∂tψ = − ~
2
2m
∆ψ + V ψ. (II.7)
3. D’ou` vient l’e´quation de Schro¨dinger ?
Dans [Hum10], nous avons explique´ comment des conside´rations physiques habiles
permettaient d’arriver a` l’e´quation d’Einstein. Les justifications pour postuler les
principes 2a et 2b ci-dessus sont beaucoup plus audacieuses. D’ailleurs, Schro¨dinger
lui-meˆme n’e´tait pas satisfait de son e´quation. La raison principale de l’e´riger
en tant que principe est qu’elle donne des re´sultats remarquablement conformes
par rapport aux mesures expe´rimentales. Par contre, les arguments the´oriques qui
aboutissent a` l’e´quation ont e´te´ mis au point apre`s coup et sont relativement flous.
Nous n’allons pas les re´pe´ter en de´tail ici. L’une des ide´es est de minimiser une
fonctionnelle d’e´nergie concernant la fonction d’onde et d’enlever les termes non-
line´aires de l’e´quation qui en de´coule. Cette ide´e mime le cas classique qui consiste
pour de´crire le mouvement des particules a` minimiser une fonctionnelle d’e´nergie
sur les trajectoires possibles. Les raisons pour lesquelles on ignore purement et
simplement les termes non-line´aires sont plus qu’approximatives.
Une deuxie`me raison est la suivante : commenc¸ons par imaginer ce que pourrait
eˆtre une particule qui se de´place a` vitesse constante v dans une direction donne´e
k. L’ide´e naturelle serait de prendre pour de telles particules la fonction d’onde
monochromatique donne´e par (II.2) :
ψ(x, t) = ψ0e
i(k·x−ωt).
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Il faut d’abord remarquer que cette fonction particulie`re n’est pas admissible puis-
qu’elle ne ve´rifie pas (II.5). Rappelons que la quantite´ de mouvement et l’e´nergie
totales d’un syste`me jouent un roˆle particulier en physique du fait qu’elles sont
conserve´es avec le temps, du moins dans le cas de syste`mes isole´s sans poten-
tiel. Beaucoup de the´ories physiques sont construites en s’appuyant sur ces gran-
deurs, en particulier en relativite´ ge´ne´rale (voir [Hum10]). C’est pourquoi la fonc-
tion d’onde ci-dessus sera plutoˆt e´crite en termes de quantite´ de mouvement p et
d’e´nergie E avec
E = ~ω et p2 = 2mE. (II.8)
Dans le paragraphe 6, nous expliquerons pourquoi le p que nous avons ainsi
de´fini s’interpre`te bien comme une quantite´ de mouvement. Ces conditions sont
donne´es pour que les ondes de´finies ci-dessous par (II.9) et qui sont celles que nous
conside`rerons de´sormais soient solutions de l’e´quation (II.6) :
ψ(x, t) = ψ0e
i
~
(p·x−Et). (II.9)
Bien que ne satisfaisant pas (II.5), ces fonctions d’onde seront conside´re´es comme
”de base” pour mode´liser au moins localement des particules libres de quantite´
de mouvement p et d’e´nergie E et sont appele´es ondes de de Broglie. Avec cette
vision, nous pouvons revoir l’expe´rience des fentes de Young. On re´sout l’e´quation
(II.6) avec les conditions aux limites suivantes :
– ψ ≡ 0 en tout point de la plaque opaque, hormis sur les deux trous.
– Notons z la coordonne´e de l’axe perpendiculaire a` l’e´cran et a` la plaque opaque.
On veut que si z → −∞ et t → −∞, l’onde tende vers une onde de de Broglie
dans la direction de z (on ne´glige l’onde re´fle´chie sur la plaque opaque).
– Pour z → +∞, ψ → 0.
On peut alors montrer que le proble`me admet bien une et une seule solution qui
conduit a` des re´sultats conformes a` l’expe´rience.
4. Compatibilite´ de l’e´quation de Schro¨dinger avec la de´finition de la
fonction d’onde.
Une premie`re remarque est la suivante : on peut se demander si la normalisation
(II.5), qui doit eˆtre ve´rifie´e pour tout t, est compatible avec l’e´quation (II.6). En
fait, non seulement on a compatibilite´ entre ces relations mais on a meˆme plus :
l’e´quation (II.6) implique que si la relation (II.5) est vraie pour un t ∈ R, alors
elle l’est pour tout t. En effet, avec (II.6) et en utilisant le fait que ψ satisfait :
i~∂tψ =
~2
2m
∆ψ
on voit que
∂t
∫
R3
|ψ|2dx =
∫
R3
(∂tψ)ψdx+
∫
R3
(∂tψ)ψdx
=
i~
2m
(∫
R3
ψ∆ψdx−
∫
R3
(∆ψ)ψdx
)
= 0.
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Ici, on a suppose´ tout de meˆme qu’une fonction admissible permettait de faire
l’inte´gration par partie de la dernie`re ligne, c’est-a`-dire par exemple que ψ ∈
C2(M)∩H2,2(R2), H2,2 de´signant l’espace de Sobolev des fonctions L2 dont toutes
les de´rive´es d’ordre infe´rieur ou e´gal a` 2 sont aussi dans L2. Nous ne nous arreˆterons
pas sur ces conside´rations. Remarquons seulement que de telles hypothe`ses sont
physiquement plausibles : l’action d’une particule a` l’infini est tre`s faible, voir
inexistante. On peut donc supposer que sa fonction d’onde ainsi que ses de´rive´es
de´croissent suffisamment pour permettre ce genre de calcul.
5. Paquet d’ondes
Malgre´ ce qui a e´te´ dit dans le paragraphe 3, on a envie de penser que les ondes de
de Broglie, meˆme si elles ne peuvent mode´liser de manie`re globale une particule,
doivent pouvoir le faire de manie`re locale au moins. Puisque par ailleurs, une
combinaison line´aire de fonctions d’onde admissibles est aussi une fonction d’onde
admissible, on a envie de conside´rer une combinaison linaire de fonctions d’ondes
de de Broglie. Malheureusement, cela ne suffit pas pour que la relation (II.5) soit
satisfaite. Pour cela, il faut conside´rer une ”somme infinie non de´nombrable d’ondes
de de Broglie”, autrement dit ”l’inte´grale d’une famille d’ondes de de Broglie” que
nous pouvons indexer par le vecteur k de propagation de chacune de ces ondes de
de Broglie. Plus pre´cise´ment, on dira que
DE´FINITION II.10. Un paquet d’onde est une fonction d’onde de la forme
ψ(x, t) =
∫
R3
ϕ(k)e
i
~
(k·x−E(k)t)dk
ou` l’on doit se rappeler que E(k) = k
2
2m
(voir (II.8)).
En fait, ces conside´rations sont loin d’eˆtre gratuites : le re´sultat ci-dessous montre
que toute fonction d’onde admissible est un paquet d’ondes. Plus pre´cise´ment,
nous montrons le re´sultat suivant :
THE´ORE`ME II.11. Soit ψ : M → C une fonction d’onde admissible solution
de l’e´quation de Schro¨dinger (II.6). Alors, il existe une fonction ϕ : R3 → C (en
particulier, qui ne de´pend pas de t) telle que
ψ(x, t) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
ϕ(p)e
i
~
(p·x−Et)dp
ou` l’on rappelle que E = |p|2/(2m). De plus, on a la normalisation∫
R3
|ϕ(p)|2dp =
∫
R3
|ψ(x, t)|2dx = 1.
De´monstration : Soit f(x, t) une fonction admissible solution de (II.6). On de´finit
pour tous (p, t),
g(p, t) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
f(x, t)e−
i
~
p·xdx.
On calcule alors, en utilisant l’e´quation (II.6) puis une inte´gration par parties :
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∂tg(p, t) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
∂tf(x, t)e
− i
~
p·xdx
=
1
(2π~)3/2
∫
R3
i~
2m
(∆xf(x, t))e
− i
~
p·xdx
=
1
(2π~)3/2
∫
R3
i~
2m
f(x, t)∆xe
− i
~
p·xdx
=
1
(2π~)3/2
∫
R3
i~
2m
f(x, t)(−|p|
2
~2
)e−
i
~
p·xdx
=
−i|p|2
2m~
g(x, t).
Ainsi, en posant
ϕ(p, t) = g(p, t)e
i|p|2
2m~
t = g(p, t)e
i
~
Et,
on trouve que ∂tϕ(p, t) = 0 et donc que ϕ(p, t) = ϕ(p) ne de´pend pas de t. D’apre`s
la relation (I.82) de l’appendice A, et puisque que g est la transforme´e de Fourier
inverse de f , on a
f(x, t) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
g(p, t)e
i
~
p·xdp
=
1
(2π~)3/2
∫
R3
ϕ(p)e−
i
~
Ete
i
~
p·xdp.
qui est exactement ce que nous cherchions a` obtenir. 
6. Vitesse d’une particule dans le vide
6.1. De´finition. Revenons maintenant a` la mode´lisation d’une particule. Les
de´finitions donne´es plus haut doivent permettre de caracte´riser comple`tement une
particule, en particulier de retrouver sa vitesse. Nous avons de´fini la vitesse de
propagation d’une onde monochromatique dans le paragraphe (1) mais comme
nous l’avons vu, ces fonctions d’onde (celles que nous avons appele´es aussi ondes
de de Broglie) ne peuvent en aucun cas mode´liser une particule puisqu’elles ne
satisfont pas la relation (II.5). Par ailleurs, la notion de vitesse qui apparaˆıt pour
de telles ondes n’est pas ge´ne´ralisable a` une fonction d’onde admissible quelconque.
D’ailleurs, il n’y a aucune raison de dire qu’il existe un vecteur k tel que ψ(x +
k, t+ 1) = ψ(x, t) comme c’est le cas pour les ondes de de Broglie. Les de´finitions
que nous allons utilisons sont donc les suivantes et semblent effectivement bien
plus naturelles : d’abord, pour parler de vitesse, il faut parler de position de la
particule. Mais par de´finition, une particule n’a justement pas de position pre´cise
puisqu’elle ne posse`de que des probabilite´s de pre´sence. Ce qui est naturel, c’est
de de´finir l’espe´rance de sa position, autrement dit l’espe´rance de la densite´ de
probabilite´ ψ : nous parlerons de centre de la particule que nous de´finirons comme
< x >:=
∫
R3
x|ψ|2dx. (II.12)
Ce centre repre´sente donc la ”position la plus probable de la particule”. Bien
e´videmment, on peut avoir un grand e´cart type ce qui va donner les ”incertitudes
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de mesure”. Il est alors naturel de de´finir la vitesse de la particule comme la vitesse
de < x > qui cette fois a bien un sens pre´cis.
DE´FINITION II.13. On conside`re une particule de fonction d’onde ψ. Sa vitesse
sera alors de´finie par
< v >:= ∂t < x >=
∫
R3
x∂t|ψ|2dx.
Meˆme si la de´finition semble naturelle, on peut se poser la question de savoir si
la vitesse ainsi de´finie a un sens raisonnable. En particulier, il semblerait justifie´
de demander qu’une particule e´voluant dans le vide sans aucune contrainte soit
anime´e d’un mouvement rectiligne uniforme. Le re´sultat suivant montre que c’est
bien le cas :
PROPOSITION II.14. Le vecteur vitesse d’une particule e´voluant dans le vide et
soumise a` aucun potentiel est constant.
La de´monstration sera faite dans le paragraphe suivant.
Nous avons vu dans le paragraphe pre´ce´dent que si ψ est la fonction d’onde d’une
particule dans le vide, alors on peut l’e´crire sous la forme d’un paquet d’ondes :
ψ(x, t) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
ϕ(p)e
i
~
(p·x−Et)dp (II.15)
ou` E = |p|2/(2m) et ou`∫
R3
|ϕ(p)|2dp =
∫
R3
|ψ(x, t)|2dx = 1.
La notation p pour la variable de ϕ e´voque une quantite´ de mouvement. En fait,
pour de telle particules, nous de´finirons meˆme :
DE´FINITION II.16. La quantite´ de mouvement moyenne du paquet d’onde est
de´finie par
< p >=
∫
R3
p|ϕ(p)|2dp.
Cette de´finition est justifie´e par la proposition suivante.
PROPOSITION II.17. On a < p >= mv ou` v est le vecteur vitesse (constant en
vertu de la proposition II.14).
Conse´quence importante : La fonction |ϕ|2 s’interpre`te donc comme une den-
site´ de probabilite´ pour la mesure de la quantite´ de mouvement. Il existe d’ailleurs
d’autres moyens, plus physiques, de le voir. En pre´sence d’un potentiel V , on peut
montrer que le re´sultat reste le meˆme : si ψ est la fonction d’onde d’une particule,
la densite´ de probabilite´ de la quantite´ de mouvement sera donne´e par |ϕ|2 ou` ϕ
est la transforme´e de Fourier de ψ. Notons qu’avec un potentiel, la fonction ϕ peut
de´pendre de t.
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6.2. De´monstration de la proposition II.14. Puisque la particule e´volue
dans le vide et sans contrainte, sa fonction d’onde ψ est solution de l’e´quation
(II.6). En prenant le conjugue´ de cette e´quation, on voit que ψ ve´rifie
i~∂tψ =
~2
2m
∆ψ.
On en de´duit que
< v > =
∫
R3
x∂t|ψ|2dx
=
∫
R3
x(∂tψ)ψdx+
∫
R3
(∂tψ)ψdx
=
i~
2m
∫
R3
x
(
ψ∆ψdx− (∆ψ)ψ) dx
=
i~
2m
∫
R3
∆(xψ)ψ −∆(xψ)ψdx.
.
On observe maintenant que, en e´crivant x = x1e1 + x2e2 + x3e3 et en remarquant
que ∆x = 0,
∆(xψ) =
3∑
i=1
∂iψ + x∆ψ.
La meˆme formule est valable avec ψ si bien que :
< v >=
i~
m
(
3∑
i=1
(
∫
R3
(
ψ∂iψ − ψ∂iψ
)
dx
)
− i~
2m
∫
R3
x
(
ψ∆ψdx− (∆ψ)ψ) dx.
Or la dernie`re inte´grale du membre de droite n’est autre que < v > tel que calcule´
ci-dessus. Ainsi,
2 < v >=
i~
m
3∑
i=1
(
∫
R3
(
ψ∂iψ − ψ∂iψ
)
dx. (II.18)
On e´crit maintenant que
ψ∂iψ = ∂i|ψ|2 − ψ∂iψ
L’inte´grale du premier terme du membre de droite est nulle. On obtient donc que
2 < v >= −2i~
m
3∑
i=1
∫
R3
ψ∂iψdx. (II.19)
On de´rive maintenant cette expression en fonction de t et on utilise de nouveau
(II.6) :
∂t < v > = −i~
m
∫
R3
(∂i∂tψ)ψ + ∂iψ∂tψdx
= −
(
i~
2m
)2 ∫
R3
(
∆(∂iψ)ψ − ∂iψ∆ψ
)
dx
= 0.
Celta termine la preuve de la proposition II.14.
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6.3. De´monstration de la proposition II.17. On rappelle que le the´ore`me
de Plancherel-Parseval (voir Appendice A) dit que si f , h sont des fonctions L2 et
si fˆ , hˆ sont leurs transforme´es de Fourier respectives alors∫
R3
f(x)g(x)dx =
∫
R3
fˆ(p)gˆ(p)dp.
On applique ce re´sultat avec f = ψ et h = −i~∂iψ (i := 1, 2, 3). On a donc fˆ = ϕ
et, en vertu de (II.15), hˆ = piϕ ou` pi est la i-e`me coordonne´e de p. On obtient
−i~
∫
R3
ψ(x)∂iψ(x)dx =< pi >:=
∫
R3
pi|ϕ(p)|2dp.
Le re´sultat se de´duit alors de (II.18).
7. Principe d’incertitude d’Heisenberg
Le principe d’incertitude d’Heisenberg est l’un des points remarquables et contre-
intuitifs de la me´canique ondulatoire et de la me´canique quantique en ge´ne´ral :
plus on connaˆıt pre´cise´ment la position d’une particule, moins on connaˆıt son
vecteur vitesse et vice-versa. Avant d’e´noncer pre´cise´ment ce principe, il convient
de remarquer le fait suivant : supposons que g est une fonction telle que |g|2
est la densite´ de probabilite´ d’une variable ale´atoire qui repre´sente une grandeur
physique, la position ou la vitesse par exemple. Alors, l’espe´rance de |g|2, c’est-a`-
dire
< y >:=
∫
R3
y|g(y)|2dy
repre´sente la moyenne des mesures que nous ferons de cette grandeur physique.
Par ailleurs, plus l’e´cart-type sera grand, plus nous aurons des fluctuations dans
ces mesures meˆme si en moyenne nous trouvons la valeur < y >. Autrement dit,
la quantite´
∆y2 :=< y2 > − < y >2
repre´sente l’incertitude dans la mesure de y.
Prenons maintenant une particule dans le vide repre´sente´e par un paquet d’ondes
(voir The´ore`me II.11)
ψ(x, t) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
ϕ(p)e
i
~
(p·x−Et)dp (II.20)
ou` E = |p|2/(2m) et ou`∫
R3
|ϕ(p)|2dp =
∫
R3
|ψ(x, t)|2dx = 1.
Alors, nous avons vu qu’il e´tait naturel de de´finir la position de la particule par
< x >:=
∫
R3
x|ψ(x)|2dx.
D’apre`s la discussion ci-dessus, la quantite´
∆x2i :=< x
2
i > − < xi >2
16 II. ME´CANIQUE ONDULATOIRE
(ou` xi est la i-e`me coordonne´es de x) repre´sentera l’incertitude que nous aurons en
mesurant la coordonne´e xi de la particule. De meˆme, nous avons vu (voir Proposi-
tion II.17) que la fonction |ϕ|2 s’interpre´tait comme une densite´ de probabilite´ dans
la mesure de la quantite´ de mouvement (et donc dans la vitesse) de la particule.
Ainsi, en notant pi la i-e`me coordonne´e de p, la quantite´
∆p2i :=< p
2
i > − < pi >2
repre´sentera l’incertitude de mesure de la quantite´ de mouvement de la particule
sur l’axe des xi.
Le principe d’incertitude d’Heisenberg dit alors que
PROPOSITION II.21. On a la relation
∆xi∆pi ≥ ~/2.
Ce re´sultat dit que si ∆xi est petit, c’est-a`-dire si on peut mesurer avec pre´cision
la vitesse de la particule, alors ∆pi ne peut pas eˆtre trop petit, c’est-a`-dire que
la vitesse de la particule (sur l’axe xi) ne peut pas eˆtre mesure´e avec autant de
pre´cision qu’on le souhaite.
Remarque II.22. Nous e´tudions ici le cas d’une particule dans le vide mais le
re´sultat resterait le meˆme avec un contexte physique plus ge´ne´ral.
La Proposition II.21 est en fait un re´sultat classique des transforme´es de Fourier
dont nous donnons tout de meˆme la preuve en raison de l’importance qu’elle a
pour la the´orie.
De´monstration : De manie`re plus ge´ne´rale, si f est une fonction lisse qui de´croˆıt
suffisamment a` l’infini et si fˆ est sa transforme´e de Fourier, nous montrons que(∫
R3
|f |2
)2
≤ 4
~2
∫
R3
(xi− < xi >)2|f |(x)2dx
∫
R3
(pi− < pi >)2|fˆ |(p)2dp (II.23)
Cette ine´galite´ implique de manie`re triviale la Proposition II.21 en prenant f = ψ
car en de´veloppant (xi− < xi >)2 et (pi− < pi >)2, on voit que
∆x2i =
∫
R3
(xi− < xi >)2|f |(x)2dx et ∆p2i =
∫
R3
(pi− < pi >)2|fˆ |(p)2dp.
Soit g une fonction lisse qui tend suffisamment vite vers 0 a` l’infini. En inte´grant
par partie par rapport a` la variable xi et en appliquant l’ine´galite´ de Ho¨lder, on a(∫
R3
g2
)2
=
(
−2
∫
R3
xig(x)∂ig(x)dx
)2
≤ 4
∫
R3
x2i g(x)
2dx
∫
R3
(∂ig)(x)
2dx
≤ 4
∫
R3
x2i g(x)
2dx
∫
R3
(∂ˆig)(p)
2dp
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ou` pour la dernie`re ligne, nous avons utilise´ le the´ore`me de Plancherel-Parseval
(voir Appendice A) et ou` (∂ˆig de´signe la transforme´e de Fourier de la fonction ∂ig.
On remarque maintenant que
∂ˆig =
ipi
~
gˆ
ce qui montre que (∫
R3
g2
)2
≤ 4
~2
∫
R3
x2i g(x)
2dx
∫
R3
p2i gˆ
2dp.
Soit maintenant f une fonction lisse qui tend suffisamment vite vers 0 a` l’infini.
En appliquant cette ine´galite´ avec g(x) = eaxif(x+ bxi), a, b e´tant des re´els quel-
conques, et en faisant ensuite les changements de variables x′i = xi+b et p
′
i = pi+a,
on montre que pour tous re´els a, b ∈ R, on a(∫
R3
f 2
)2
≤ 4
~2
∫
R3
(xi − b)2f(x)2dx
∫
R3
(pi − a)2fˆ 2dp
ce qui donne l’ine´galite´ cherche´e. 
8. Mesures physiques
Nous avons explique´ comment donner une de´finition cohe´rente de position ou de
quantite´ de mouvement d’une particule. Cependant, la fonction d’onde est cense´e
contenir toutes les proprie´te´s de la particule e´tudie´e. Il faut aussi pouvoir mesurer
ces grandeurs physique d’une manie`re ou d’une autre. Comme nous l’avons e´voque´
dans le chapitre I, ces mesures influent sur le re´sultat des expe´riences. Il faut
donc re´ussir a` inclure ces parame`tres dans la the´orie. Rappelons ce qu’on a trouve´
jusqu’a` pre´sent :
– la position (moyenne) d’une particule a` l’instant t est donne´e par
< x >:=
∫
R3
ψ(x, t) (xψ(x, t)) dx; (II.24)
– en vertu de (II.19), la quantite´ de mouvement (moyenne) d’une particule a` l’ins-
tant t et projete´e sur l’axe xi est donne´e par
< pi >=
∫
R3
ψ(x, t)
(
~
i
∂iψ
)
dx
et donc la quantite´ de mouvement (moyenne) vectorielle p = mv est donne´e par
< p >:=
∫
R3
ψ(x, t)
(
~
i
∇ψ
)
dx. (II.25)
On remarque que les observables “position“ et “quantite´ de mouvement“ s’e´crivent
sous la forme ∫
R3
ψ
(
Aˆψ
)
dx (II.26)
ou` Aˆ est un ope´rateur e´value´ en la fonction d’onde. Lorsque l’on e´tudie la position
de la particule, Aˆψ = xψ et lorsque l’on e´tudie la quantite´ de mouvement, on prend
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Aˆ = ~
i
∇. On va voir aussi que l’e´nergie totale peut elle-aussi s’e´crire sous une forme
similaire. Pour cela, supposons que la particule soit soumise a` un potentiel V qui
ne de´pend pas de t (c’est donc un syste`me isole´) si bien que sa fonction d’onde est
solution de
i~∂tψ = − ~
2
2m
∆ψ + V ψ.
Notons Hˆ l’ope´rateur − ~2
2m
∆+ V . On a donc
i~∂tψ = Hˆψ, (II.27)
et donc aussi
− i~∂tψ = Hˆψ. (II.28)
Notons E la quantite´
E :=
∫
R3
ψ
(
Hˆψ
)
dx.
Cette quantite´ est bien sous la forme (II.26) et nous allons voir de deux manie`res
diffe´rentes qu’elle s’interpre`te comme l’e´nergie totale du syste`me. D’abord, on a la
relation suivante :
∂tE = 0.
En effet, en utilisant le fait que H est auto-adjoint puis les relations (II.27) et
(II.28)
∂tE =
∫
R3
∂tψ
(
Hˆψ
)
dx+
∫
R3
(
Hˆψ
)
∂tψdx
= −i~
∫
R3
(
Hˆψ
)(
Hˆψ
)
dx+ i~
∫
R3
(
Hˆψ
)(
Hˆψ
)
dx
= 0.
Or, c’est un postulat physique tre`s classique que d’interpre´ter toute inte´grale
premie`re scalaire (autrement dit une quantite´ conserve´e avec le temps) d’un syste`me
isole´ comme l’e´nergie totale du syste`me. Avant de montrer que cette interpre´tation
peut se voir d’une autre manie`re (voir (II.30) ci-dessous), il convient de pre´ciser
un peu les choses.
Ce qui pre´ce`de conduit a` proposer le
Principe 3 : A` chaque grandeur physique a, on associe un ope´rateur Aˆ hermitien
qui agit sur l’espace des fonctions d’onde et tel que la grandeur physique observe´e
soit en moyenne donne´e par
< a >:=
∫
R3
ψ
(
Aˆψ
)
dx.
Remarque II.29. On utilisera la plupart du temps les notations ci-dessus : si a est
une grandeur physique, Aˆ de´signera son ope´rateur associe´ et < a > de´signera la
moyenne de a. Par extension, les re´sultats des mesures expe´rimentales de a seront
parfois note´s eux aussi < a >.
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Il faut alors faire quelques observations importantes : soit a une grandeur phy-
sique d’ope´rateur associe´ Aˆ. Imaginons une expe´rience qui mesure la valeur de a
a` l’instant t. Notons α la valeur effectivement mesure´e. On va faire une hypothe`se
importante : a` l’instant t, on n’a pas d’incertitude sur la valeur de a puisque, jus-
tement, on vient d’en faire la mesure et puisqu’on en connaˆıt le re´sultat. Le fait de
faire cette mesure a donc change´ la situation : on sait qu’a` l’instant t, < a >= α
et ∆a2 = 0, bien que pour l’instant, nous n’ayons pas donne´ de moyen de calculer
cette valeur. Pour tenir compte de ce principe, on va faire l’hypothe`se (peut-eˆtre
assez audacieuse) qu’a` l’instant t, on a Aˆψ = αψ, ce qui donne bien que :
< a >=
∫
R3
ψAˆψdx = α
∫
R3
|ψ|2dx = α.
Cette hypothe`se signifie que nous supposons que l’appareil de mesure a donne´ la
valeur exacte de a a` l’instant t. Il obe´it donc aux lois de la physique classique et n’a
pas de comportement quantique. Cependant, faire cette hypothe`se a de nombreux
avantages :
(1) d’abord, elle implique que les valeurs mesure´es expe´rimentalement sont
ne´cessairement des valeurs propres de l’ope´rateur Aˆ, qui puisque Aˆ est
auto-adjoint, sont re´elles. Notons que ces valeurs propres peuvent eˆtre vec-
torielles par exemple dans le cas de la quantite´ de mouvement ou` le vecteur
p mesure´ est une valeur propre qui ve´rifie Aˆψ = pψ. Lorsque le spectre
de Aˆ est discret, comme c’est le cas pour l’ope´rateur Hˆ de´fini ci-dessus
associe´ a` l’e´nergie totale du syste`me, il en de´coule que la quantite´ mesure´e
ne peut prendre qu’un ensemble discret, quantifie´ de valeurs. C’est la rai-
son pour laquelle on parle de me´canique quantique. Cela nous conforte
dans l’ide´e que cette hypothe`se est bonne puisque, expe´rimentalement, ce
fait avait de´ja` e´te´ observe´ pour l’e´nergie (voir le chapitre I).
(2) Soit maintenant une fonction d’onde que nous de´composons dans l’espace
des fonctions propres de l’ope´rateur Aˆ. Simplifions la situation en admet-
tant que c’est possible. Chaque fonction propre de Aˆ associe´e a` la valeur
propre α est fonction propre de Aˆ2 de valeur propre α2. Re´ciproquement,
si α2 est valeur propre de Aˆ2 alors α est valeur propre de Aˆ. Il suffit
de voir que si ψ est fonction propre de Aˆ2 alors ψ + 1
α
Aˆ(ψ) est fonction
propre de Aˆ. Cela signifie que la grandeur physique a2 sera associe´e a`
l’ope´rateur Aˆ2. On pourrait faire le meˆme raisonnement et constater que
l’ope´rateur associe´ a` an est Aˆn pour n ∈ N. Par extension, si f est une
fonction analytique, on voit que l’ope´rateur associe´ a` f(a) est f(Aˆ). De la
meˆme manie`re, si a et b sont des grandeurs physiques dont les ope´rateurs
associe´es sont Aˆ et Bˆ alors on pourra se dire que la grandeur f(a, b) sera
associe´e a` l’ope´rateur f(Aˆ, Bˆ). En fait, ce n’est pas tout a` fait vrai parce
qu’il est possible que les ope´rateurs Aˆ et Bˆ ne commutent pas. C’est un
proble`me dont nous ne nous occupons pas maintenant mais qui aura une
ve´ritable importance en me´canique quantique.
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(3) En vertu de la remarque pre´ce´dente, on peut maintenant calculer facile-
ment l’incertitude de la mesure de < a > en posant
∆a2 :=< a2 > − < a >2
ou` < a2 > est calcule´e avec (II.26) et avec l’ope´rateur Aˆ2. Apre`s coup,
nous en de´duisons que si on a mesure´ < a >= α a` l’instant t, l’hypothe`se
que l’on a faite en disant que ψ(·, t) doit eˆtre une fonction propre de Aˆ
avec valeur propre α conduit a` avoir a` la fois < a >= α et ∆a2 = 0, qui
est exactement ce qu’on voulait.
(4) Encore une fois, conside´rons un ope´rateur Aˆ associe´ a` une grandeur physi–
que a et e´crivons (si c’est possible : voir le the´ore`me II.89 de l’appendice
B ainsi que les corollaires qui en de´coulent) ψ =
∑
α aαψα ou` (aα)α est
la famille des valeurs propres de Aˆ et ou` ψα est la projection orthogonale
dans L2 sur le sous-espace propre associe´ a` aα. Les sous-espaces propres
e´tant orthogonaux deux a` deux, on a
1 =
∫
R3
|ψ|2dx =
∑
α
a2α
∫
R3
|ψα|2dx.
Cela conduit a` interpre´ter
∫
R3
|ψα|2dx comme la probabilite´ de trouver aα
en faisant une mesure de la grandeur physique a.
En re´sume´, nous e´nonc¸ons
Principes 3a :
– Si l’on fait une mesure d’une grandeur physique a associe´e a` un ope´rateur Aˆ,
nous supposerons que la fonction d’onde ψ(·, t) est une fonction propre de Aˆ.
– Les seules mesures expe´rimentales possibles de < a > sont des valeurs propres
de Aˆ.
– l’ope´rateur associe´ a` la grandeur f(a) (f e´tant une fonction raisonnable) est
l’ope´rateur f(Aˆ).
Terminons le paragraphe par la remarque suivante : si on conside`re une particule
isole´e (i.e. le potentiel V ne de´pend pas de t), l’e´nergie cine´tique sera donne´e
par 1/2m|v|2 = |p|2
2m
ou` p = mv est la quantite´ de mouvement de la particule.
L’ope´rateur associe´ a` l’e´nergie cine´tique est donc en vertu de ce qui pre´ce`de e´gal a`
Eˆc =
1
2m
|Aˆ|2
ou` Aˆ = ~
i
∇ est l’ope´rateur associe´ a` p. On obtient donc que
Eˆc = − ~
2
2m
|(∂1, ∂2, ∂3)|2
= − ~
2
2m
(∂21 + ∂
2
2 + ∂
2
3)
= − ~
2
2m
∆.
De plus, par de´finition, l’e´nergie potentielle de la particule est e´gale a` V et il n’y
a aucune incertitude sur cette valeur puisqu’elle ne de´pend que de V . Autrement
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dit, l’ope´rateur associe´ est Eˆpψ := V ψ ce qui donne bien
< V >= V et ∆V 2 = 0.
Puisque l’e´nergie totale du syste`me est e´gale a` la somme de l’e´nergie cine´tique et
de l’e´nergie potentielle du syste`me, l’ope´rateur associe´ a` l’e´nergie totale du syste`me
doit eˆtre
Hˆ = Eˆc + Eˆp = − ~
2m
∆+ V (II.30)
qui est exactement ce que nous avions de´ja` postule´ au de´but du paragraphe en
nous basant sur d’autres conside´rations.

CHAPITRE III
Principes de la me´canique quantique
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons explique´ les intuitions physiques qui ont
conduit a` de´finir la me´canique ondulatoire. Nous allons maintenant oublier la phy-
sique et nous concentrer sur les mathe´matiques. Nous verrons qu’il est naturel
de simplifier la the´orie. C’est ce qui conduira a` poser les principes de me´canique
quantique qui seront donc plus simples a` manier d’un point de vue mathe´matique
mais plus e´loigne´s de la re´alite´ physique dans leur formulation. C’est pourquoi il
est ne´cessaire pour comprendre les aspects physiques de la me´canique quantique
d’avoir auparavant compris la me´canique ondulatoire.
1. Principes de base et premie`res conse´quences
1.1. Les principes. Re´sumons ce que nous avons fait jusqu’a` pre´sent en
me´canique ondulatoire : un syste`me physique est de´crit par une fonction d’onde ψ
de´finie sur R3 × R, a` valeurs complexes et solution de l’e´quation de Schro¨dinger.
La fonction ψ(·, t) de´crit l’e´tat du syste`me a` l’instant t. Chaque grandeur physique
a est associe´e a` un ope´rateur Aˆ et la mesure moyenne de a est donne´e par
< a >=
∫
R3
ψ(Aˆψ)dx.
Cette inte´grale n’est rien d’autre que le produit hermitien L2 (ψ, Aˆψ). Par ailleurs,
nous avons vu que pour que la grandeur physique a2 soit associe´e a` l’ope´rateur
Aˆ2, il fallait de´composer la fonction d’onde dans la ”base” des fonctions propres
de Aˆ. Pour finir, nous avons vu le roˆle joue´ par les transforme´es de Fourier qui
sont en un sens la de´composition des fonctions sur la ”base” non de´nombrable des
eix. Ces conside´rations nous ame`nent a` conside´rer la fonction d’onde ψ comme
e´tant un vecteur d’un espace de Hilbert hermitien ou` nous pourrons alors parler
de de´composition dans une base hilbertienne, de produit hermitien et d’ope´rateurs,
qui sont tous les ingre´dients que nous avons utilise´s jusqu’a` pre´sent. Plus pre´cise´ment,
nous allons poser
PRINCIPE I : principe de superposition
A` chaque syste`me physique est associe´ un espace de Hilbert hermitien ǫH et a` une
fonction ψ : R → ǫH (la fonction d’onde) qui ve´rifie pour chaque t, ‖ψ‖ = 1. Le
terme “fonction d’onde” n’est plus adapte´ a` la situation : on dira plutoˆt que ψ est
le vecteur d’e´tat du syste`me.
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Remarque III.31. Dans cette partie, nous utilisons les notations mathe´matiques
usuelles qui sont un peu diffe´rentes de celles ge´ne´ralement utilise´es par les physi-
ciens. Nous reviendrons ulte´rieurement sur ce point.
Pour que la situation soit bien claire, en me´canique ondulatoire, l’espace ǫH e´tait
l’espace des fonctions L2 sur R3. Nous choisissons donc simplement d’une part de
ne plus nous limiter a` ǫH = L
2 et d’autre part a` utiliser le langage des espaces
de Hilbert. Ce point de vue a de nombreux avantages que nous exposons de`s
maintenant :
(1) d’abord, les notations sont beaucoup plus simples. Par exemple, il est
beaucoup plus pratique d’e´crire (ψ, Aˆψ) plutoˆt que
∫
R3
ψ(Aˆψ)dx. Les cal-
culs gagneront en limpidite´. Nous verrons aussi que les grandeurs phy-
siques seront mode´lise´es par des ope´rateurs de ǫH sans doute plus facile
a` appre´–hender et a` manier que les ope´rateurs diffe´rentiels utilise´s en
me´canique ondulatoire (par exemple pour mode´liser la quantite´ de mou-
vement).
(2) Le fait de travailler sur R3 fixait implicitement un syste`me de coordonne´es.
Or dans la plupart des situations physiques, il n’y a pas de syste`me de
coordonne´es canonique. Dans le cadre plus ge´ne´ral de la me´canique quan-
tique, nous ne sommes pas contraints a` de tels choix.
(3) Dans de nombreux cas de figure, nous n’avons pas besoin de manipuler
des objets aussi complique´s que des fonctions L2. Dans certaines situa-
tions, nous pourrons meˆme travailler dans un espace de Hilbert a` deux
dimensions. Cela simplifie conside´rablement les proble`mes et nous permet
de nous concentrer sur les grandeurs physiques qui nous inte´ressent.
(4) A posteriori, nous verrons que c’est cette formulation plus ge´ne´rale qui
permettra de mettre en e´vidence le ”spin”, grandeur intrinse`que a` la par-
ticule et purement quantique, c’est-a`-dire qui ne posse`de aucun analogue
en physique classique ni meˆme en me´canique ondulatoire.
Une fois ces bases e´tablies, il s’agit de re´e´crire les principes de me´canique ondula-
toire avec ce nouveau langage.
PRINCIPE II : mesure des grandeurs physiques
a) A` toute grandeur physique a est associe´ un ope´rateur auto-adjoint Aˆ :
εH → εH . On dit que Aˆ est l’observable qui repre´sente la grandeur a.
b) (principe de quantification) On mesure a` l’instant t une grandeur physique
a d’observable Aˆ. Quel que soit l’e´tat du syste`me, c’est-a`-dire quel que soit
le vecteur d’e´tat ψ, le re´sultat de la mesure obtenue sera une valeur propre
de Aˆ (re´elle d’apre`s la proposition II.88 de l’appendice B).
c) (principe de de´composition spectrale) Notons (aα)α les valeurs propres
de l’observable Aˆ. Soit ψ le vecteur d’e´tat du syste`me. La probabilite´ de
trouver aα en mesurant la grandeur physique aα a` l’instant t est e´gale a`
‖ψα‖2 ou` ψα est la projection orthogonale de ψ(t) sur le sous-espace propre
de Aˆ associe´ a` la valeur propre aα.
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d) Imme´diatement apre`s avoir mesure´ la valeur aα a` l’instant t, le nouvel
e´tat du syste`me est ψα‖ψα‖ . Plus pre´cise´ment, si Pα est le projecteur sur le
sous-espace propre associe´ a` aα, on a ψ(t) = Pα(lims→t− Pα(ψ(s))
Remarque III.32. Il y a quelques remarques a` faire sur le principe IIc). De
manie`re sous-jacente, il faut que probabilite´ totale des mesures possibles soit
e´gale a` 1 et donc qu’on puisse trouver une base hilbertienne de´nombrable de vec-
teurs propres. C’est possible pour un grand nombre d’ope´rateurs (par exemple les
ope´rateurs compacts : voir le the´ore`me II.89 dans l’appendice B ainsi que les co-
rollaires qui en de´coulent) mais pas pour tous. En particuliers, les ope´rateurs qui
repre´sentent une grandeur physique quelconque peuvent ne pas eˆtre borne´s : c’est
le cas en me´canique ondulatoire avec les ope´rateurs position, quantite´ de mouve-
ment et e´nergie. Malgre´ tout, nous gardons ce principe tel quel d’abord parce qu’il
finira par fournir un mode`le tre`s efficace qui pre´dit avec une grande exactitude ce
qui se passe, ensuite parce qu’il y aura moyen de construire la the´orie en e´tant
plus rigoureux : il faut pour cela conside´rer des vecteurs propres ”exte´rieurs a` εH”.
On trouvera dans l’appendice B (paragraphe 2.3) une discussion sur le sujet. Une
deuxie`me remarque justement lie´e a` cette discussion est la suivante : le principe
IIc) est e´nonce´ pour un ope´rateur Aˆ dont le spectre est discret mais peut eˆtre
extrapole´ a` des ope´rateurs a` spectre continu. Dans le cas discret, l’ide´e est d’e´crire
ψ =
∑
α aαψα ou` (aα)α est la famille des valeurs propres de Aˆ et ou` ψα est la
projection orthogonale sur le sous-espace propre associe´ a` aα. Les sous-espaces
propres e´tant orthogonaux deux a` deux, on a
1 = ‖ψ‖2dx =
∑
α
a2α‖ψα ‖2.
C’est pourquoi on pose comme principe d’interpre´ter ‖ψα‖2 comme la probabilite´
de trouver aα en faisant une mesure de la grandeur physique a. Si maintenant Aˆ est
a` spectre continu (comme c’est le cas pour l’observable position), on interpre´tera la`
aussi ψα comme une densite´ de probabilite´. Par exemple, si [x, y] est un intervalle
de valeurs propres, la probabilite´ de faire une mesure dont la valeur est comprise
dans [x, y] sera ∫ y
x
|ψz|2dz
ou` ψz est la projection de ψ sur l’espace propre associe´ a` z. Notons aussi que pour
de tels ope´rateurs, les mesures obtenues ne sont pas quantifie´es. Par exemple, en se
plac¸ant dans le cadre de la me´canique ondulatoire, l’observable i-e`me coordonne´e
de la position est donne´e par Aˆψ(x) = xiψ(x). Autrement dit, tout vecteur x est
valeur propre de Aˆ et le vecteur propre associe´ est la fonction ψx qui vaut 1 en x
et 0 ailleurs. Le projete´ de ψ sur l’espace propre associe´ a` x est ψ(x). Une autre
manie`re de le dire est que le projecteur associe´ est la distribution de Dirac en x
(lire a` ce propos la discussion 2.3 dans l’appendice B). Si A ⊂ R3, la probabilite´ de
mesurer une position dans A est
∫
A
|ψ(x)|2dx et on retrouve bien l’interpre´tation
densite´ de probabilite´ de la fonction |ψ|2. Notons que mathe´matiquement, ce que
l’on vient de faire n’est absolument pas rigoureux puisque dans L2, une fonction
nulle partout sauf en un point est e´gale a` la fonction nulle.
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Il faut maintenant donner l’e´quation d’e´volution du vecteur d’e´tat ψ. En s’inspirant
de la me´canique ondulatoire, on posera le principe suivant :
PRINCIPE III : e´volution du syste`me Soit ψ(t) le vecteur d’e´tat a` l’instant
t. Tant que le syste`me n’est soumis a` aucune observation, son e´volution au cours
du temps est re´gie par l’e´quation de Schro¨dinger
i~∂tψ = Hˆψ (III.33)
ou` H est l’observable e´nergie.
Remarquons qu’il n’y a plus de laplacien ici mais que l’on suppose qu’a` chaque
situation physique est associe´e une “observable e´nergie Hˆ” qui n’est pas donne´e
a priori. Pour finir avec les principes fondamentaux, on va essayer de donner une
re`gle de base en ce qui concerne le choix de l’espace de Hilbert εH . On a vu en
me´canique ondulatoire que le bon cadre pour de´crire le mouvement d’une particule
dans R3 e´tait de travailler dans L2(R3) (ou` les fonctions sont a` valeurs complexes).
On aurait pu aussi travailler dans L2(R) ou dans L2(R2) si on avait e´tudie´ le
mouvement de la particule le long d’un axe ou dans un plan. Dans un sens, chaque
coordonne´e (on parle plutoˆt de degre´ de liberte´) s’e´tudie se´pare´ment. De meˆme si
on avait travaille´ avec deux particules e´voluant dans R3 (donc avec six degre´s de
liberte´), on aurait travaille´ dans L2(R6). Rappelons que L2(R) est se´parable, une
base hilbertienne e´tant donne´e par les polynoˆmes de Hermite :
Hn(x) = (−1)nex2 d
n
dxn
e−x
2
.
De meˆme, L2(Rr) est se´parable et une base hilbertrienne est donne´e par
(Hk1 ⊗ · · · ⊗Hkr)k1,··· ,kr∈N
ou` l’on rappelle (voir le paragraphe 4 de l’appendice B) que pour (x1, · · · , xr) ∈ Ck,
on a
Hk1 ⊗ · · · ⊗Hkr(x1, · · · , xr) := Hk1(x1)Hk2(x2) · · ·Hkr(xr).
Autrement dit, L2(Rr) = L2(R)⊗· · ·⊗L2(R) (r fois). Il est donc naturel de poser
le principe suivant :
PRINCIPE IV : degre´s de liberte´ Chaque degre´ de liberte´ est de´crit dans
un espace de Hilbert. Lorsqu’un syste`me physique posse`de N degre´s de liberte´, on
conside`rera que l’espace de Hilbert du syste`me sera le produit tensoriel des N es-
paces de Hilbert associe´s a` chacun des degre´s de liberte´.
1.2. Notations et vocabulaire de Dirac. Dans ce texte, nous utilisons le
langage et les notations usuelles des espaces de Hilbert. En particulier, tout e´le´ment
ψ de l’espace de Hilbert εH peut-eˆtre vu ou bien comme un vecteur ou bien une
forme line´aire continue en posant ψ∗ = (ψ, ·). Remarquons d’ailleurs que toute
forme line´aire continue de εH peut s’e´crire de cette manie`re : c’est le the´ore`me de
repre´sentation de Riesz II.85 pre´sente´ en appendice. En physique, si ψ ∈ εH , on
parlera
– de ket lorsque ψ sera vu comme un vecteur et on a coutume de noter |ψ > a` la
place de ψ ;
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– de bra lorsque ψ est vu comme une forme line´aire continue. La notation habituelle
est alors < ψ|.
En ge´ne´ral, le produit hermitien de x, y ∈ εH est note´ < x|y > et les notations
pre´ce´dentes indiquent qu’un ket est moralement “a` droite” du produit hermitien
tandis qu’un bra est “a` gauche”.
1.3. Conservation de la norme. Nous avons de´fini un vecteur d’e´tat comme
un vecteur unitaire de´pendant du temps. Comme c’e´tait le cas en me´canique ondu-
latoire, l’e´quation de Schro¨dinger permet de montrer la conservation de la norme
avec le temps. On a en effet, en notant ψ le vecteur d’e´tat :
∂t‖ψ‖2 = (∂tψ, ψ) + (ψ, ∂tψ)
= (− i
~
Hˆψ, ψ) + (ψ,− i
~
Hˆ)
=
i
~
(Hˆψ, ψ)− i
~
(ψ, Hˆψ).
L’ope´rateur Hˆ e´tant auto-adjoint, on trouve que ∂t‖ψ‖2 = 0.
2. Pre´dictibilite´ de l’e´volution d’un syste`me : le chat de Schro¨dinger
Il est naturel de se poser la question suivante : est-ce qu’il est possible de pre´dire
l’e´volution d’un syste`me physique en l’observant a` un instant donne´ ? Des prin-
cipes de base, on peut tirer deux conclusions pour re´pondre a` cette question :
1) la premie`re consiste a` remarquer que tant que l’on ne fait pas de mesure,
l’e´volution du syste`me est re´gie par l’e´quation de Schro¨dinger qui est comple`tement
de´terministe. Afin de s’en convaincre, on va le montrer lorsqu’on est en pre´sence
d’un syste`me isole´, c’est-a`-dire un syste`me dont l’observable e´nergie Hˆ ne de´pend
pas du temps. Dans ce cas, notons Eα les valeurs propres de Hˆ et ψα les vecteurs
associe´s. Nous avons vu que l’un des principes de base de la me´canique quantique
consistait a` supposer que les vecteurs propres des observables formaient une base
hilbertienne de εH . Remarquons que c’est de toute manie`re tre`s justifie´ en ce
qui concerne l’observable e´nergie puisqu’en me´canique ondulatoire, on avait Hˆ =
− ~2
2m
∆ + V et que cet ope´rateur posse`de bien une base hilbertienne de vecteurs
propres dans L2. On note λα(t) les coefficients du vecteur d’e´tat ψ(t) dans son
e´criture dans la base hilbertienne (ψα)α autrement dit : ψ(t) =
∑
λα(t)ψα. On a
alors d’apre`s l’e´quation de Schro¨dinger et puisque par de´finition Hˆ = Eαψα :
∂tψ(t) = − i
~
Hˆψ(t)
= − i
~
∑
λα(t)Hˆψα
= − i
~
∑
λα(t)Eαψα.
Puisque par ailleurs
∂tψ(t) =
∑
λ′α(t)ψα,
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on obtient en identifiant que
λ′α(t) = −
i
~
λα(t)Eα
c’est-a`-dire λα(t) = λα(0)e
i
~
Eαt et donc
ψ(t) =
∑
λα(0)e
i
~
Eαtψα. (III.34)
L’e´tat du syste`me a` l’instant t ne de´pend donc que de l’e´tat du syste`me a` t = 0.
2) la seconde conclusion que nous pouvons de´duire des principes de base est qu’une
mesure brise la pre´dictibilite´ “passe´e“ du syste`me. Plus pre´cise´ment, en connais-
sant l’e´tat du syste`me juste apre`s une mesure, on ne peut pas connaˆıtre l’e´tat du
syste`me juste avant cette mesure. En effet, en notant encore une fois λα les valeurs
propres de Hˆ et ψα les vecteurs propres associe´s (qui peuvent de´pendre du temps
si le syste`me n’est pas isole´), ψ(t) se de´compose a` l’instant t
ψ(t) =
∑
λαψα.
Si maintenant on effectue une mesure en t′ > t, les principes de base disent qu’on
aura
ψ(t′) =
ψα
‖ψα‖
a` l’instant t′. En particulier, on n’a absolument aucune indication pour retrouver
les coefficients λα apparaissant a` l’instant t.
Remarquons maintenant que les deux conclusions que nous venons de pre´senter
semblent conduire a` un paradoxe. Conside´rons un syste`me physique S pour lequel
on posse`de un de´tecteur D qui mesure une certaine quantite´ physique a. Il y deux
fac¸ons possibles de voir les choses :
(1) on peut d’abord conside´rer le syste`me S comme nous l’avons fait ci-dessus.
Le fait de faire une mesure brise la pre´dictibilite´ du syste`me.
(2) On peut aussi, conside´rer le syste`me forme´ de S et de tous les atomes du
de´tecteur D. Dans ce cas, le de´tecteur n’influe plus sur le syste`me qui est
donc re´gi par l’e´quation de Schro¨dinger.
Ces deux visions des choses semblent aboutir a` une contradiction. En fait, dans
la deuxie`me version, c’est la lecture du de´tecteur qui joue le roˆle de la mesure.
Autrement dit, il faut conside´rer que l’on travaille dans l’espace de Hilbert εS⊗εD
ou` εS et εD sont les espaces de Hilbert respectivement associe´s a` S et D. Juste
avant la mesure, le vecteur d’e´tat du syste`me s’e´crira
ψ(t) =
∑
aαSα ⊗Dβ
ou` l’on a de´compose´ le vecteur ψ(t) dans une base hilbertienne de vecteurs propres
de l’observable Aˆ⊗Dˆ ou` Aˆ est associe´ a` la grandeur physique a et ou` Dˆ est associe´
a` grandeur physique ”affichage du de´tecteur“. Le fait de lire ce qui est marque´ sur
le de´tecteur donnera a` la fois une mesure de la grandeur physique a ainsi que
l’affichage du de´tecteur. C’est une remarque inte´ressante parce qu’elle montre que
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les phe´nome`nes macrospiques doivent aussi eˆtre soumis aux lois de la me´canique
quantique si l’on veut e´viter les paradoxes. On re´sume ce phe´nome`ne en disant
qu’avant de lire le de´tecteur, l’e´tat du syste`me est une superposition de plusieurs
e´tats ou` le de´tecteur affiche des re´sultats diffe´rents. Dans les livres de vulgarisation,
on pre´sente en ge´ne´ral les choses en disant qu’un chat est enferme´ dans une boˆıte
dans laquelle se trouve un syste`me le´tal dont le de´clenchement est ale´atoire. Dans la
perception classique, on aura tendance a` dire qu’avant d’ouvrir la boˆıte, il existe
une re´ponse a` la question : ”le chat est-il mort ou vivant ?”, c’est-a`-dire qu’a`
tout instant donne´, le chat est soit mort soit vivant. En me´canique quantique,
on supposera que l’e´tat du syste`me est une superposition de l’e´tat ”chat mort“
et l’e´tat ”chat vivant“. Ce n’est qu’au moment ou` la boˆıte est ouverte qu’un des
deux e´tats se de´cide.
2.1. Conservation de l’e´nergie. Par de´finition, l’e´nergie totale du syste`me
est E(t) = (ψ, Hˆψ). Si le syste`me est isole´, c’est-a`-dire si Hˆ ne de´pend pas du
temps, on a :
∂tE(t) = (∂tψ, Hˆψ) + (ψ, Hˆ∂tψ).
En utilisant le fait que Hˆ est auto-adjoint et l’e´quation de Schro¨dinger, on a
∂tE(t) = (− i
~
Hˆψ, Hˆψ) + (Hˆψ,− i
~
Hˆψ, Hˆψ)
=
i
~
(Hˆψ, Hˆψ)− i
~
(Hˆψ, Hˆψ)
= 0.
On retrouve le principe de conservation de l’e´nergie totale d’un syste`me isole´.
3. Commutateurs des observables
3.1. Postulats. Soient Aˆ, Bˆ deux observables. A priori, il n’y a aucune raison
pour que ces deux ope´rateurs commutent. C’est la raison pour laquelle on introduit
leur commutateur
[Aˆ, Bˆ] := AˆBˆ − BˆAˆ.
Par ailleurs, il n’y a aucun moyen de de´duire ces commutateurs des principes
de base de´crits plus haut. Il faut donc les postuler. Pour certains d’entre eux,
on peut se baser sur ce qui a e´te´ fait en me´canique ondulatoire. Par exemple,
notons xˆi les observables associe´es aux composantes du vecteur position, pˆi ceux
associe´s aux composantes du vecteur quantite´ de mouvement. On rappelle qu’en
me´canique ondulatoire, xˆi est simplement la multiplication par xi, que pˆi =
~
i
∂xi
et que Hˆ = − ~2
2m
∆+ V . Ainsi, les xˆi commutent entre eux ainsi que les pˆi et aussi
xˆi et pˆj si i 6= j. Par contre,
xˆipˆi − pˆixˆi = ~
i
xi∂xi(·)−
~
i
∂xi(xi·) = −
~
i
·
et aussi
xˆiHˆ − Hˆxˆi = −~
2r
2m
xi∆(·) + ~
2
2m
∆(xi·) = ~
2
2m
∂xi(·).
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En re´sume´, on supposera en me´canique quantique :
POSTULAT III.35. Pour i, j, on fait les hypothe`ses :
[xˆi, xˆj] = [pˆi, pˆj] = 0,
[xˆi, pˆj] =
∣∣∣∣ 0 si i 6= j−i~ si i = j,
et enfin
[xˆi, Hˆ] =
~2
2m
∂xi .
Les relations de commutation jouent un roˆle fondamental dans la the´orie : il est
meˆme tre`s fre´quent qu’on ne de´finisse un ope´rateur que par ce type de relations.
Nous allons donner quelques exemples d’applications.
3.2. Principe d’incertitude. Soit Aˆ une observable associe´e a` une grandeur
physique a. Par principe, la moyenne < a > de a sera
< a >= (ψ, Aˆψ).
La variance ∆a2 =< a2 > − < a >2 sera donc
(ψ, (Aˆ2− < a >2)ψ) = (ψ, Aˆ20ψ)
ou` l’on de´finit pour toute observable Aˆ, Aˆ0 := Aˆ− < a >. De cette observation et
du postulat ci-dessus, on de´duit aise´ment le principe d’incertitude. On utilise pour
cela l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz qui dit que pour tous u, v ∈ εH , on a |(u, v)| ≤
‖u‖‖v‖. On remarque aussi que pour deux observables Aˆ, Bˆ, on a [Aˆ, Bˆ] = [Aˆ0, Bˆ0].
On a donc, en utilisant le postulat ci-dessus :
~h =
∣∣i~‖ψ‖2∣∣
= |(ψ, [xˆi, pˆi]ψ)|
= |(ψ, [(xˆi)0, (pˆi)0]ψ)|
= |((xˆi)0, (pˆi)0ψ) + ((pˆi)0, (xˆi)0ψ)|
≤ 2‖(xˆi)0ψ‖‖(xˆi)0ψ‖
≤ 2(ψ, (xˆi)20ψ)(ψ, (pˆi)20ψ)
≤ 2∆xi2∆pi2
On retrouve donc le principe d’incertitude de me´canique ondulatoire :
∆xi
2∆pi
2 ≥ ~/2. (III.36)
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3.3. The´ore`me d’Ehrenfest : conservation de la quantite´ de mou-
vement. Soit Aˆ une observable associe´e a` une grandeur physique a (qui peut
de´pendre du temps). En de´rivant termes a` termes et en utilisant l’e´quation de
Schro¨dinger puis le fait que les ope´rateurs sont auto-adjoints, on voit imme´diatement
que
∂t < a >= ∂t(ψ, Aˆψ) =
1
i~
(ψ, [Aˆ, Hˆ]ψ) + (ψ, ∂t
A
ψ
). (III.37)
Cette relation, bien qu’e´vidente, est connue sous le nom de the´ore`me d’Ehrenfest.
Supposons que l’observable Aˆ ne de´pende pas du temps et commute avec Hˆ. Alors
la quantite´ physique a (en fait sa moyenne < a >) est conserve´e dans le temps.
C’est par exemple le cas lorsque a = pi, projection de la quantite´ de mouvement sur
les axes et lorsqu’on est dans le cas d’un syste`me isole´ (∂tH = 0) et d’une particule
libre. On rappelle qu’une particule libre est une particule qui n’est soumise a` aucun
potentiel V . L’e´nergie totale est alors e´gale a` l’e´nergie cine´tique
E = 1/mv2 =
p21 + p
2
2 + p
2
3
2m
.
En me´canique quantique, on choisit donc de lier Hˆ et pˆi par
Hˆ :=
p21 + p
2
2 + p
2
3
2m
.
On en de´duit du postulat III.35 que les pˆi commutent avec Hˆ ce qui implique la
conservation de la quantite´ de mouvement.

CHAPITRE IV
Du moment cine´tique a` la de´finition du spin
Nous essayerons de donner une de´finition la plus simple possible du moment
cine´tique interne des atomes dans le cadre de la me´canique quantique. En e´tudiant
le spectre de l’observable ainsi de´finie, nous nous apercevrons que certaines valeurs
propres (donc des valeurs potentiellement mesurables) ne peuvent pas provenir du
moment cine´tique orbital des particules constituantes de l’atome. Il y a donc deux
possibilite´s : ou bien ces valeurs propres ne sont la traduction d’aucune re´alite´
physique ou au contraire, elles correspondent a` ce qui doit eˆtre une sorte de mo-
ment cine´tique intrinse`que a` chaque particule de l’atome. L’expe´rience de Stern et
Gerlach montrera que c’est la deuxie`me solution qui est la bonne. Cette nouvelle
grandeur physique des particules sera appele´e spin.
1. Moment cine´tique d’une particule en physique classique
Conside´rons une particule massive en mouvement dans R3 mode´lise´e par un point
M . On de´finit son moment cine´tique autour d’un point O fixe par
−→
L =
−−→
OM ∧ −→p
ou` ∧ est le produit vectoriel de R3 et ou` −→p est la quantite´ de mouvement de
la particule. Chaque composante de
−→
L mesure la ”quantite´ de mouvement de
rotation” autour de l’axe correspondant. Par exemple, supposons que la particule
tourne dans le plan z = 0 ou` le point O a e´te´ pris comme origine et ou` (x, y, z)
sont les coordonne´es sur R3, alors les coordonne´es
−→
L x et
−→
L y de
−→
L sont nulles
puisque par de´finition
−→
L est orthogonal a`
−−→
OM et a` −→p et donc au plan z = 0.
Notons aussi que si dans ce plan, M ne tourne pas autour de O, autrement dit,
si
−−→
OM et −→p sont coline´aires, alors −→L = −→0 . Dans le plan z = 0, on peut utiliser
les coordonne´es polaires. On a donc
−−→
OM = r(cos(Θ), sin(Θ), 0) et −→p = m−→v =
m(r′ cos(Θ), r′ sin(Θ), 0) +mrΘ′(− sin(Θ), cos(Θ)). On trouve ainsi que
−→
L =

 00
mrΘ′

 = masse ·

 00
vitesse de rotation


et c’est pourquoi
−→
L s’interpre`te comme une quantite´ de mouvement de rotation.
Il faut remarquer que la de´finition de´pend du point O.
De par sa de´finition, le moment cine´tique joue un roˆle important en me´canique du
solide. Mais il intervient de manie`re encore plus fondamentale lorsqu’on cherche
a` e´tudier la structure interne de la matie`re. En effet, de manie`re grossie`re, un
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atome est constitue´ de´lectrons gravitant autour d’un noyau. Leur mouvement de
rotation, mesure´ par leur moment cine´tique que l’on qualifie dans cette situation
de mouvement cine´tique orbital, induit un champ magne´tique qui interagit avec
le champ magne´tique environnemental. Le moment cine´tique orbital est donc une
composante intrinse`que de l’atome qui avec sa charge lui confe`re ses proprie´te´s
e´lectromagne´tiques.
2. De´finition du mouvement cine´tique en me´canique quantique
Une manie`re de construire les observables de grandeurs physiques de la me´canique
quantique est de s’appuyer sur leur de´finition classique. Par exemple, le moment
cine´tique peut se de´finir par la formule
−→
L = −→x ∧ −→p . On pourra donc poser

Lˆ1 = xˆ2pˆ3 − pˆ2xˆ3 = [xˆ2, pˆ3];
Lˆ2 = xˆ3pˆ1 − pˆ3xˆ1 = [xˆ3, pˆ1];
Lˆ3 = xˆ1pˆ2 − pˆ1xˆ2 = [xˆ1, pˆ2]
ce qui se notera
Lˆ = xˆ ∧ pˆ. (IV.38)
Cette fac¸on de proce´der a l’inconve´nient d’eˆtre rigide puisqu’elle oblige a` de´finir
les xˆi et les pˆi et impose aussi l’espace de Hilbert dans lequel on travaille. L’autre
fac¸on de proce´der, et qui sera le plus souvent fe´conde, sera de de´finir les observables
uniquement par leurs commutateurs. Par exemple, on peut de´finir les ope´rateurs
xˆi et pˆi uniquement avec le postulat III.35 e´nonce´ au chapitre pre´ce´dent. Nous
avons vu que ces seules informations sont suffisantes pour retrouver des proprie´te´s
physiques importantes comme la conservation de la quantite´ de mouvement d’une
particule libre et le principe d’incertitude. On de´cide donc de suivre cette de´marche.
On de´duit imme´diatement du postulat III.35 que si l’on de´finit ~L avec (IV.38), on
a
Lˆ ∧ Lˆ = i~Lˆ.
Les coordonne´es de cette relation donnent les [Lˆi, Lˆj ]. C’est sur cette de´finition
que nous alllons nous appuyer pour de´finir les moments cine´tiques en me´canique
quantique. Il est usuel de les noter Jˆ .
DE´FINITION IV.39. En me´canique, une observable de moment cine´tique est une
observable vectorielle Jˆ ve´rifiant
Jˆ ∧ Jˆ = i~Jˆ . (IV.40)
3. Spectre d’un moment cine´tique
Dans ce paragraphe, nous e´tudions le spectre d’une observable de moment cine´tique.
Nous discuterons de ses conse´quences physiques dans les paragraphes suivants.
PROPOSITION IV.41. Soit
Jˆ :=

 JˆxJˆy
Jˆz


3. SPECTRE D’UN MOMENT CINE´TIQUE 35
une observable de moment cine´tique ou` l’on a note´ (x, y, z) les coordonne´es de R3.
On de´finit jˆ2 := ‖Jˆ‖2 := J2x + J2y + J2z . Alors,
(1) Les valeurs propres de jˆ2 sont de la forme j(j + 1)~2 ou` j ∈ 1
2
N.
(2) Les valeurs propres de Jˆx, Jˆy et Jˆz sont de la forme m~ ou` m ∈ 12Z.
(3) Soient m~, m ∈ 1
2
Z une valeur propre de Jˆz (on pourrait prendre Jˆx ou
Jˆy) et j(j + 1)~
2, j ∈∈ 1
2
Z une valeur propre de jˆ2. Alors
m ∈ {−j,−j + 1, · · · , j − 1, j}.
De´monstration
On va travailler avec Jˆz, les cas de Jˆx et Jˆy se traitant de manie`re analogue.
D’abord, on calcule a` partir des relations (IV.40) que [jˆ2, Jˆz] = 0. Cela implique,
d’apre`s le the´ore`me II.96 de l’appendice B, qu’il existe une base hilbertienne de
vecteurs propres communs a` jˆ2 et Jˆz. Les valeurs propres de jˆ
2 e´tant positives
(puisque jˆ2 est associe´e a` une grandeur physique positive), on peut les e´crire sous
la forme j(j+1)~2 ou` j ∈ R. De meˆme celles de Jˆz s’e´crivent sous la forme m~. On
notera ψj,m un vecteur propre associe´ simultane´ment aux valeurs propres j(j+1)~
2
de jˆ et m~ de Jˆz. Le but est de montrer que j,m ∈ 1/2Z. On introduit maintenant
les ope´rateurs
Jˆ+ := Jˆx + iJˆy et Jˆ− := Jˆx − iJˆy.
Ces ope´rateurs ne sont pas auto-adjoints : on a Jˆ∗± = Jˆ∓. Des relations de commu-
tations (IV.40), on tire
[jˆ2, Jˆ±] = 0 et [Jˆz, Jˆ±] = ±~Jˆ±. (IV.42)
On en de´duit que, pour j,m fixe´s tels que ψj,m existe, on a :
jˆ2Jˆ±ψj,m = Jˆ±jˆ2ψj,m = j(j + 1)~2Jˆ±ψj,m.
et
Jˆz jˆ±ψj,m = (Jˆ±Jˆz ± ~Jˆ±)ψj,m = (m± 1)~Jˆ±ψj,m
ce qui fait que Jˆ±ψj,m, s’il est non nul, est un vecteur propre commun aux ope´rateurs
jˆ2 et Jˆz associe´ aux valeurs propres j(j+1)~
2 et (m±1)~. Conside´rons maintenant
l’ensemble
Ω :=
{
Jˆk±ψj,m|k ∈ N
}
.
Cet ensemble est constitue´ de vecteurs qui sont tous dans le meˆme espace propre
de jˆ2 et qui sont propres pour Jˆz associe´s a` des valeurs propres de la forme α~ ou`
α ∈ m + Z. Physiquement, il est raisonnable de penser que seul un nombre fini
de vecteurs de Ω sont non nuls puisque que Jˆz est une observable mesurant une
coordonne´es de moment cine´tique tandis que jˆ2 est une observable mesurant la
norme du meˆme moment cine´tique. On va montrer rigoureusement ce re´sultat. On
e´crit
‖Jˆ±ψj,m‖2 = (ψj,m, Jˆ∗±Jˆ±ψj,m) = (ψj,m, Jˆ∓Jˆ±ψj,m).
En uilisant que Jˆ∓Jˆ± = jˆ2 − Jˆ2z ∓ ~Jˆz, on obtient
‖Jˆ±ψj;m‖2 = (j(j + 1)−m(m± 1))~2‖ψj,m‖2 (IV.43)
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ce qui prouve que, puisque ‖Jˆ±ψj;m‖2 ≥ 0,
− j ≤ m ≤ j (IV.44)
On remarque aussi que si m 6= ±j, Jˆ±ψj,m 6= 0. On peut re´e´crire (IV.43) en
remplac¸ant ψj,m par Jˆ
k
±ψj,m et faire le meˆme raisonnement. Une re´currence e´vidente
dit que, puisque Ω est fini, il existe des entiers k, k′ tels quem+k = j etm−k′ = −j
(sinon, Jˆ±(ψj,m) n’est jamais nul). En soustrayant ces ine´galite´s, on obtient que
2j = k + k′ et donc j ∈ 1
2
Z. On en de´duit aussi que m ∈ 1
2
Z ce qui de´montre la
proposition. 
4. Mouvement cine´tique orbital
Dans le paragraphe pre´ce´dent, nous avons travaille´ avec un moment cine´tique de´fini
par (IV.40). Cette de´finition est purement mathe´matique : nous avons uniquement
utilise´ les relations de commutation d’un moment cine´tique classique. Il est naturel
de se demander quel est le sens physique de cette de´finition. Pour cela, replac¸ons-
nous dans le cadre de la me´canique ondulatoire avec les obervateurs xˆ, pˆ et on
de´finit L par (IV.38). Cette de´finition plus physique doit correspondre a` la situation
qui nous a inspire´s : celle d’une particule, d’un e´lectron en particulier, en orbite
autour d’un noyau. Un tel moment cine´tique sera appele´ moment cine´tique orbital.
Nous montrons que
PROPOSITION IV.45. Soit Lˆ un observable de moment cine´tique orbital. Notons
Lˆx, Lˆy et Lˆz les observables ”coordonne´es” associe´es. Leurs valeurs propres sont
de la forme m~ ou` m ∈ Z.
De´monstration
Comme dans le paragraphe pre´ce´dent, nous travaillons seulement avec Lˆz. La
de´finition (IV.38) ainsi que les observables de position et de quantite´ de mouvement
de la me´canique ondulatoire nous disent que
Lˆz = i~(x∂y − y∂x).
On prendra garde au fait qu’ici, (x, y, z) sont les coordonne´es sur R3 tandis que dans
(IV.38), xˆ repre´sente l’observable vectoriel position. En utilisant les coordonne´es
sphe´riques (r, ϕ,Θ) sur R3, on voit que
Lˆz = −i~∂ϕ. (IV.46)
Soit ψm(r, ϕ,Θ) - nous n’e´crivons pas la de´pendance en temps - une fonction d’onde
propre pour Lˆz, c’est-a`-dire ve´rifiant
Lˆzψm = m~ψm
ou` m ∈ R. L’e´criture (IV.46) permet de dire que ψm est de la forme
ψm(r, ϕ,Θ) = Ψm(r,Θ)e
imϕ.
Puisqu’en coordonne´es sphe´riques, (r, ϕ,Θ) = (r, ϕ+2π,Θ), il faut que ψm(r, ϕ,Θ) =
ψ(r, ϕ+ 2π,Θ) ce qui montre que m doit eˆtre entier. 
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5. Interpre´tation physique des propositions IV.41 et IV.45 : spin d’une
particule
La proposition (IV.41) dit que les valeurs propres des coordonne´es d’un moment
cine´tique de´fini par (IV.40) sont de la forme m~ ou` m ∈ 1/2Z. Autrement dit,
ce sont les seules valeurs que l’on peut mesurer expe´rimentalement. D’apre`s la
proposition IV.45, celles de ces valeurs qui ne sont pas entie`res ne peuvent pas
caracte´riser des mouvements cine´tiques orbitaux. Il y a donc plusieurs solutions :
(1) ou bien ces valeurs non entie`res ne sont pas valeurs propres : nous avons
en effet montre´ que toute valeur propre e´tait de la forme m~ ou` m ∈ 1/2Z
mais nous n’avons pas montre´ que toutes ces valeurs e´taient effectivement
des valeurs propres ;
(2) ou bien ces valeurs sont des valeurs propres mais ne caracte´risent aucune
re´alite´ physique : il est en effet raisonnable d’imaginer que la de´finition
(IV.40), base´e uniquement sur des relations de commutation, n’est pas
la bonne. N’oublions pas que le passage de la me´canique ondulatoire a`
la me´canique quantique s’est fait en oubliant un peu la physique et en
mathe´matisant la the´orie ;
(3) ou bien ces valeurs sont des valeurs propres et caracte´risent une grandeur
physique qui n’a donc aucun analogue classique.
C’est l’expe´rience de Stern et Gerlach qui va trancher la question : c’est la troisie`me
version qui est la bonne. Les valeurs demi-entie`res mesurent une quantite´ phy-
sique que l’on appelle spin et qui est une proprie´te´ intrinse`que des particules.
On l’e´tudiera plus en de´tail dans le chapitre suivant. Son interpre´tation physique
est encore discute´e a` l’heure actuelle. Certains l’imaginent comme une rotation
d’une particule sur elle-meˆme mais cette vision des choses n’est pas satisfaisante a`
bien des e´gards. On peut d’ailleurs se poser la question : est-elle re´ellement le re-
flet d’une quantite´ humainement imaginable comme une rotation ? Ce n’est pas du
tout e´vident et on pourrait penser qu’il s’agit simplement d’une grandeur purement
mathe´matique qui doit eˆtre prise en compte lorsque l’on e´tudie le comportement
d’une particule.
6. Expe´rience de Stern et Gerlach
La construction est la suivante : on projette des atomes horizontalement dans un
champ magne´tique vertical et on mesure la de´viation de la trajectoire sur un e´cran
place´ un peu plus loin. On peut montrer que l’interaction de l’atome avec le champ
magne´tique provient uniquement de la composante Jz du moment cine´tique interne
J . Nous ne rentrerons pas dans les de´tails pratiques de l’expe´rience ni meˆme dans
son interpre´tation physique exacte. Ne´anmoins, ce qu’on observe est que les atomes,
lorsqu’il s’agit d’atomes d’argent, vont frapper l’e´cran a` deux endroits seulement
de l’e´cran. On peut raisonnablement penser que l’atome n’a, en termes de moment
cine´tique que deux e´tats possibles, c’est-a` dire que l’ope´rateur Jˆz n’a que deux
valeurs propres. Cela sugge`re que le parame`tre j de la proposition IV.41 prend
la valeur 1/2 avec probabilite´ 1 et que les valeurs propres de Jˆz sont ±1/2~. On
pourra aussi a` ce propos, lire la remarque V.51. Plus ge´ne´ralement, en supposant
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que le parame`tre j soit fixe´e, on voit que Jˆz a 2j + 1 valeurs propres si j ∈ Z et
2j valeurs propres si j ∈ 1/2Z \ Z. On observera d’autres exemples d’atomes ou`
apparaissent un nombre pair de taches, impliquant des valeurs demi-entie`res pour
j et m. Autrement dit, les conclusions que nous avons tire´es sont bonnes, ce qui
sera confirme´ par toutes les pre´dictions expe´rimentales que nous pouvons en tirer
et le moment cine´tique interne de l’atome d’argent n’est pas uniquement duˆ a` des
moments cine´tiques orbitaux.
Remarque IV.47. Il est inte´ressant de voir la de´marche adopte´e par les physi-
ciens face a` ce type de proble`me. Les re´sultats de l’expe´rience disent que l’atome
peut eˆtre dans deux e´tats distincts, correspondant chacun a` une valeur propre de
l’observable associe´e. Il y a donc au moins deux vecteurs propres. On essaye donc
de voir ce qui se passe en supposant que l’espace de Hilbert associe´ au degre´ de
liberte´ Jz est exactement de dimension 2, engendre´ par les deux e´tats propres mis
en e´vidence par l’expe´rience. C’est cette de´marche qui conduira au formalisme du
spin 1/2 de´crit dans la suite. Les re´sultats obtenus expe´rimentalement montrent
que cette hypothe`se est bonne. On est donc dans une situation ou` l’on travaille
avec des espaces de Hilbert beaucoup plus simples que L2 rencontre´ en me´canique
ondulatoire et qui justifie encore une fois la formalisme de la me´canique quantique.
CHAPITRE V
Le spin et son formalisme
Le chapitre pre´ce´dent montrait comment expe´rimentalement, on pouvait mettre
en e´vidence le spin : grandeur purement quantique s’apparentant a` un moment
cine´tique interne. Dans ce chapitre, nous allons montrer comment d’une part
mode´liser cette grandeur physique et d’autre part, e´tudier les conse´quences de
son existence. Nous e´tudierons ici seulement le spin 1/2.
1. De´finition
Re´sumons d’abord les conclusions du chapitre pre´ce´dent. Le but e´tait de de´finir
un moment cine´tique en me´canique quantique. Au lieu de nous appuyer sur la
de´finition classique de cette grandeur vectorielle, nous avons de´cide´ de de´finir l’ob-
servable associe´e en nous basant uniquant sur les relations de commutation entre
ses coordonne´es. Nous de´finissions donc un observable Jˆ = (Jˆx, Jˆy, Jˆz) ve´rifiant les
relations (IV.40). On observait alors que
(1) les valeurs propres de l’observable jˆ = Jˆ2x + Jˆ
2
y + Jˆ
2
z e´taient de la forme
j(j + 1)~2 avec j ∈ 1/2Z ;
(2) les valeurs propres de l’observable Jˆz e´taient de la forme m~ avec m ∈
1/2Z ;
(3) les valeurs non-entie`res de j et m, dont l’existence physique e´tait mise
en e´vidence par l’expe´rience de Stern et Gerlach, ne pouvaient pas corres-
pondre au moment cine´tique ”classique” d’une particule, bien qu’induisant
un comportant similaire de l’atome en pre´sence d’un champ magne´tique.
Nous avons avons aussi montre´ expe´rimentalement que dans le cas de l’atome
d’argent, l’observable jˆ n’avait en fait qu’une seule valeur propre correspondant a`
j = 1/2 et que l’observable Jˆz n’avait que deux valeurs propres correspondant a`
m = ±1/2. Nous dirons que cet atome a un spin 1/2. Expe´rimentalement, on peut
montrer que les particules elles-meˆmes, et pas seulement les atomes, posse`dent ce
”moment magne´tique propre”. Plus pre´cise´ment, les e´lectrons, protons, neutrons,
neutrinos, quarks posse`dent un spin 1/2. On peut aussi montrer que d’autres par-
ticules posse`dent un spin plus e´leve´ correspondant a` d’autres valeurs plus grandes
de j et m. On classe d’ailleurs les particules selon qu’elles aient ou non un spin
entier :
DE´FINITION V.48. Les particules de spin entier sont appele´es des bosons et les
particules de spin demi-entier sont appele´es des fermions.
Malgre´ tout, nous n’avons toujours donne´ aucune de´finition mathe´matique pre´cise
du spin. Nous le faisons maintenant, en nous limitant au spin 1/2.
39
40 V. LE SPIN ET SON FORMALISME
DE´FINITION V.49. Les particules pour lesquelles on ne peut mesurer que deux
e´tats distincts pour chaque coordonne´e du moment cine´tique propre (par une expe´ri–
ence de type Stern et Gerlach par exemple) seront dites a` spin 1/2. Cette grandeur
physique S = (Sx, Sy, SZ) est un degre´ de liberte´ a` elle toute seule : elle ne peut pas
se lire a` travers les observables position et vitesse par exemple (contrairement a` un
moment cine´tique classique). Ce fait n’est pas du tout e´vident. On lui attribue donc
un espace εspin de dimension 2 (une dimension pour chaque valeur propre de Jz)
et un observable vectoriel Sˆ = (Sˆx, Sˆy, Sˆz) ve´rifiant les relations de commutation
Sˆ ∧ Sˆ = i~Sˆ (V.50)
On pose comme principe que chacune des observables Sˆx, Sˆy, Sˆz posse`de exactement
les valeurs propres ±1/2~.
Remarque V.51.
(1) Puisque les mesures des coordonne´es Sx, Sy, Sz ne donnent que les valeurs
possibles ±1/2~, la mesure de ‖S‖ := S2x+S2y +S2z donne la valeur 34~2 =
j(j+1)~2 ou` j = 1/2. En particulier, cela implique que sˆ := Sˆ2x+ Sˆ
2
y + Sˆ
2
z
est e´gal a` 3
4
~2Id.
(2) On pourrait penser que le spin S posse`de trois degre´s de liberte´ (un
pour chaque coordonne´e) : c’est en fait proscrit par le fait que les ob-
servables Sˆx, Sˆy, Sˆz ne commutent pas et donc que ces quantite´s ne sont
pas inde´pendantes les unes des autres. Cela dit, le choix de mode´liser le
spin 1/2 par un espace de Hilbert a` deux dimensions ne s’impose pas. Il
se trouve que, puisqu’il y a au moins deux e´tats, cet espace est au moins
de dimension 2. On fait donc ce choix dans un premier temps pour voir ce
que l’on peut en de´duire. C’est dans un deuxie`me temps que l’expe´rience
viendra confirmer que le mode`le est bon.
Il faut maintenant se poser la question de savoir si la de´finition ci-dessus peuteˆtre
re´alise´e. Autrement dit, a-t-on, dans un espace de dimension 2 des ope´rateurs Sˆx,
Sˆy et Sˆz ve´rifiant les relations V.50 ? La re´ponse est oui et il est facile de le voir. En
effet, soit εspin un espace de Hilbert de dimension 2. Si la solution existe, choisissons
une base orthonorme´e (ϕz+, ϕ
z
−) correspondant aux e´tats propres de Sˆz. On a donc
Sˆz(ϕ
z
±) = ±12~ϕz±. En e´crivant Sˆxy(ϕ±) dans la base (ϕz+, ϕz−) et en utilisant les
relations (V.50), on voit facilement que
Sˆx(ϕ
z
±) =
~
2
ϕz∓ et Sˆy(ϕ
z
±) = ±
i~
2
ϕz∓, (V.52)
autrement dit, sous forme matricielle :
Sˆx =
(
0 ~/2
~/2 0
)
, Sˆy =
(
0 −i~/2
i~/2 0
)
, Sˆz =
(
~/2 0
0 −~/2
)
.(V.53)
3. MOMENT MAGNE´TIQUE D’UNE PARTICULE 41
2. Mode´lisation de l’e´tat spatial d’une particule de spin 1/2
D’apre`s ce qui pre´ce`de, pour mode´liser l’e´tat spatial d’une particule, nous choisi-
rons de travailler dans l’espace de Hilbert
εH = εexterne ⊗ εspin
ou` εexterne = L
2(R3) (l’espace des fonctions a` valeurs complexes et de carre´ somma–
ble sur R3) et ou` εspin est un espace de Hilbert de dimension 2 posse´dant une base
canonique (au signe pre`s) inde´pendante du temps (ϕz+, ϕ
z
−) correspondant aux e´tats
propres de Sˆz. Tout vecteur ψ de l’espace de Hilbert εH s’e´crit alors de manie`re
unique comme
ψ = ψ+ ⊗ ϕz+ + ψ− ⊗ ϕz−.
Autrement dit, en fixant une fois pour toutes (ϕz+, ϕ
z
−), le vecteur d’e´tat de la
particule est une fonction d’onde a` deux composantes
ψ(t) =
(
ψ+(x, t)
ψ−(x, t)
)
.
En revenant a` l’interpre´tation physique du vecteur d’e´tat, la probabilite´ de pre´sence
de la particule sur Ω ⊂ R3 a` l’instant t est∫
Ω
|ψ+|2(x, t) + |ψ−|2(x, t)dx.
Les inte´grales ∫
Ω
|ψ±|2(x, t)dx
repre´sentent la probabilite´ de de´tecter la particule dans Ω et de mesurer que la
projection de son spin sur l’axe z est ±~/2.
Remarque V.54. Le spin est comple`tement inde´pendant des grandeurs x, y, z.
Autrement dit, une observable de´pendant uniquement de ces grandeurs n’agira que
sur εexterne : elle sera de la forme Aˆ⊗ Idεspin et commutera avec toute observable
ne de´pendant que du spin, c’est-a`-dire de la forme Idεexterne ⊗ Bˆ.
3. Moment magne´tique d’une particule
Nous allons brie`vement parler du moment magne´tique d’une particule en me´canique
quantique pour mettre en e´vidence le ”comportement spinoriel” du spin (voir le
paragraphe suivant). En physique classique, on de´finit le moment magne´tique cre´e´
par une distribution de courant j(x) par
~µ =
1
2
∫
R3
x ∧ j(x)dx.
On peut ve´rifier que cette de´finition ne de´pend pas de l’origine lorsque le syste`me
est constitue´ de boucles ferme´es. Son interpre´tation physique est simple : si le
syste`me est place´ dans un champ magne´tique ~B, les boucles de courant vont avoir
tendance a` tourner pour se placer dans une position perpendiculaire a` ce champ
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magne´tique. On peut montrer expe´rimentalement que la force qui s’applique sur la
boucle de courant est ∇(~µ, ~B). L’e´nergie potentielle associe´e est le produit scalaire
E = −(~µ, ~B). (V.55)
Si maintenant on conside`re un e´lectron en orbite autour d’un noyau, nous pouvons
ve´rifier que
~µ = 1/2qx ∧ ~v (V.56)
ou` ~v est sa vitesse et ou` q est sa charge. Par ailleurs, nous avons explique´ dans le
paragraphe 1 du chapitre IV que son moment cine´tique e´tait donne´ par
~L = mx ∧ ~v. (V.57)
Autrement dit, les moments magne´tique et cine´tique sont proportionnels. C’est
une remarque qui joue un roˆle important en physique mais nous ne nous attar-
derons pas sur le sujet ici. Cependant, en me´canique quantique, nous avons vu
que le spin a une influence sur le comportement d’une particule qui s’apparente
au mouvement orbital d’un e´lectron. Nous choississons donc de lui attribuer un
moment magne´tique µˆ proportionnel a` Sˆ mais dont l’inte´reˆt est, comme dans le
cas classique, de tenir compte de la charge de la particule conside´re´e alors que le
moment cine´tique tient compte de sa masse. Nous de´finissons donc
µˆ = γSˆ (V.58)
ou` γ = 2q/m ou` q est la charge de la particule conside´re´e et ou` m est sa masse, ce
qui peut eˆtre compare´ avec les formules (V.56) et (V.57).
4. ”Comportement spinoriel“
En me´canique classique, une rotation de 2π agit comme l’identite´. Nous allons
voir que ce n’est pas le cas en me´canique quantique. Pour cela conside´rons un
champ magne´tique fixe ~B0 = B0~z paralle`le a` l’axe z. Nous ne nous pre´occupons
pas des variables spatiales et travaillons donc dans ε := εspin l’espace de Hilbert
a` deux dimensions qui permet de de´crire l’e´tat de spin. Notons (ϕz+, ϕ
z
−) la base
canonique associe´e. La formule (V.55) nous sugge`re d’e´crire l’hamiltonien lie´ au
syste`me comme Hˆ = −(µˆ, Bˆ0). Il faut donner un sens a` cette expression : puisque
~B0 est paralle`le a` l’axe des z, prendre le produit scalaire avec ~B0 revient a` multiplier
µz par le nombre B0. Puisque µˆ = γSˆ, on va travailler avec le hamiltonien
Hˆ = −γB0Sˆz = ω0Sˆz (V.59)
ou` l’on a note´ ω0 = −γB0. Les niveaux d’e´nergie (donc les valeurs propres de
Hˆ) de la particule sont donc ±ω0~/2 et les vecteurs propres associe´s sont ϕz±.
Supposons qu’a` t = 0, le spin de la particule soit dans l’e´tat ψ(0) = αϕz+ + βϕ
z
−
avec |α|2 + |β|2 = 1. Notons ψ(t) = α(t)ϕz+ + β(t)ϕz− L’e´quation de Schro¨dinger
dit que i~∂tψ = ω0Sˆzψ(t), c’est-a`-dire
i~(α′(t)ϕz+ + β
′(t)ϕz−) = ω0~/2(ϕ
z
+ − ϕz−)
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ce qui conduit au syste`me :{
α′(t) = −iω0/2α(t),
β ′(t) = iω0/2α(t).
Avec les conditions initiales α(0) = α et β(0) = β, nous obtenons
ψ(t) = αe−iω0t/2ϕz+ + βe
iω0t/2ϕz−. (V.60)
Nous voulons maintenant calculer les moyennes < µx >, < µy > et < µz >.
En revenant a` la de´finition de la mesure d’une grandeur physique en me´canique
quantique, on a
< µz > = (ψ, µˆzψ)
= γ~/2(αe−iω0t/2ϕz+ + βe
iω0t/2ϕz−, αe
−iω0t/2ϕz+ − βeiω0t/2ϕz−),
c’est-a`-dire
< µz >= γ~/2(|α|2 − |β|2). (V.61)
De meˆme, en utilisant les relations (V.52), on calcule que
< µx >= C cos(ω0t + ϕ) (V.62)
et
< µy >= C cos(ω0t+ ϕ) (V.63)
ou` l’on a e´crit γ~αβ = Ceiϕ.
On peut tirer deux conclusions des relations (V.61), (V.62) et (V.63) :
(1) la premie`re est que la moyenne de la composante du moment magne´tique
(et donc du spin) dans l’axe paralle`le au champ magne´tique ne de´pend
pas du temps alors que sur des axes orthogonaux, cette moyenne est si-
nuso¨ıdale de pe´riode ω0. On appelle ce phe´nome`ne la pre´cession de Lar-
mor. C’est un fait directement observable par l’expe´rience et qui permet
ainsi de confirmer le mode`le the´orique que l’on vient de construire.
(2) D’apre`s les relations (V.61), (V.62) et (V.63), les moyennes des coor-
donne´es du moment magne´tique sont 2π/ω0-pe´riodiques. En particulier,
l’influence sur le comportement de la particule du moment magne´tique
est 2π/ω0-pe´riodique. Or, la construction meˆme du spin sugge`re de l’in-
terpre´ter comme une sorte de rotation interne et la 2π/ω0-pe´riodicite´ cor-
respond au moment ou` cette rotation a fait un tour complet. Cependant,
en revenant a` (V.60), on voit que l’e´tat ψ n’est que 4π/ω0-pe´riodique et
que ψ(t + 2π/ω0) = −ψ(t). Les lecteurs qui connaissent la construction
du groupe spin pourront faire le rapprochement avec cette situation.

CHAPITRE VI
Principe de Pauli
Dans ce chapitre, nous allons e´tudier l’interaction entre plusieurs particules et
aboutirons encore une fois a` des conclusions e´loigne´es de nos habitudes de physique
classique.
1. Syste`mes de deux particules
Imaginons un syste`me compose´ de deux (pour simplifier) particules de´crites cha-
cune dans des espaces de Hilbert ε1 et ε2. Les principes de la me´canique quantique
disent que l’on doit e´tudier le syste`me dans l’espace ε1⊗ ε2. Il y a deux remarques
importantes a` faire : chacune sera l’objet d’un paragraphe.
1.1. E´tats d’intrication. Supposons dans ce paragraphe que les εi sont les
espaces de dimension 2 associe´s au spin des deux particules, que l’on suppose donc
de spin 1/2. On a une base canonique (ψi+, ψ
i
−) dans chaque espace correspondant
aux e´tats propres de la composante z du spin de chaque particule. Supposons qu’a`
un instant donne´ l’e´tat du syste`me est
ψ(t) = αψ1+ ⊗ ψ2− + βψ1− ⊗ ψ2+.
Il faut savoir qu’expe´rimentalement, on est capable de produire ce genre de situa-
tion. Cet e´tat est tre`s particulier parce que l’on peut faire le raisonnement suivant :
si on mesure la composante en z du spin de la premie`re particule, on trouvera ~/2
avec probabilite´ |α|2 et −~/2 avec probabilite´ |β|2. De meˆme, pour la seconde parti-
cule, on trouvera ~/2 avec probabilite´ |β|2 et −~/2 avec probabilite´ |α|2. La` ou cela
devient e´tonnant, c’est que la mesure simultane´e de ~/2 pour chacune des deux
particules a une probabilite´ de 0 : plus pre´cise´ment, on mesurera simultane´ment
~/2 pour la premie`re particule et −~/2 pour la seconde avec probabilite´ |α|2 et on
mesurera −~/2 pour la premie`re particule et ~/2 pour la seconde avec probabilite´
|β|2. Les deux particules ne sont plus dissocie´es : on dit que le syste`me est dans
un e´tat intrique´. On peut donner une de´finition mathe´matique plus pre´cise :
DE´FINITION VI.64. On dit que le syste`me constitue´ des deux particules est dans
un e´tat intrique´ si le vecteur d’e´tat ne peut pas se mettre sous la forme ψ(t) =
ψ1(t)⊗ ψ2(t).
Dans ces situations, les particules de´pendent l’une de l’autre. Einstein, Podolsky
et Rosen se base`rent sur ces e´tats pour formuler un paradoxe connu sous le nom
de paradoxe EPR permettant d’infirmer les principes de la me´canique quantique.
Pour de´crire tre`s brie`vement leur argument, ils disaient qu’en mesurant le spin
de la premie`re particule mais sans toucher a` la deuxie`me et en communiquant
ensuite le re´sultat trouve´, par exemple ~/2, on e´tait certain de mesurer −~/2
45
46 VI. PRINCIPE DE PAULI
pour la deuxie`me, contredisant en apparence le fait qu’on avait une probabilite´
|α|2 de trouver −~/2. On aboutit a` des pre´dictions diffe´rentes en conside´rant deux
syste`mes d’une seule particule ou au contraire un seul syste`me de deux particules.
L’erreur dans leur raisonnement consiste a` dire qu’en faisant une mesure sur la
premie`re particule, on ne change rien a` l’e´tat de la seconde. Les e´tats intrique´s
sont justement des e´tats ou` l’on ne peut plus dissocier les deux particules et leur
attribuer a` chacun un e´tat bien distinct. Le paradoxe EPR sera d’ailleurs contredit
par l’expe´rience.
1.2. Indiscernabilite´ des particules. Un autre proble`me se pose : celui de
savoir comment discerner deux particules. La plupart du temps, ce sont les crite`res
physiques qui permettent de le faire. Mais si maintenant les particules sont de
meˆme nature, deux e´lectrons par exemple ? La situation est diffe´rente de celles
que l’on rencontre au quotidien : deux objets identiques ont toujours de petites
diffe´rences qui permettent de les diffe´rencier. Au niveau des particules, il en va au-
trement : deux e´lectrons sont identiques en tout point. Il reste alors une solution :
celle d’attribuer un nume´ro a` chacune des particules et de suivre leur trajectoire.
Mais la` encore, c’est une me´thode qui ne marche qu’au niveau macroscopique, les
trajectoires des particules e´tant mal de´finies.
Ce proble`me se lit dans les principes de la me´canique quantique. En effet, prenons
une situation physique quelconque ou` deux particules identiques sont soumises aux
meˆmes conditions physiques. Les espaces ε1 et ε2 sont alors e´gaux, de meˆme que
les hamiltoniens Hˆ1 et Hˆ2. Notons ε := ε1 = ε2 et Hˆ := Hˆ1 = Hˆ2. Le hamiltonien
du syste`me forme´ par les deux particules, dont l’espace de Hilbert associe´ est ε⊗ε
doit eˆtre exactement
Hˆtot = Hˆ ⊗ Idε + Idε1 ⊗ Hˆ2.
En effet, les valeurs propres de Hˆtot doivent eˆtre exactement les sommes des va-
leurs propres de Hˆ puisque l’e´nergie totale du syste`me est e´gale a` la somme de
l’e´nergie porte´e par chaque particule. Conside´rons donc deux niveaux d’e´nergie
E1 et E2 distincts de Hˆ et notons ψ1 et ψ2 les vecteurs propres correspondants.
On remarque que la valeur propre E1 + E2 de Hˆtot posse`de un espace propre de
dimension au moins 2 contenant ψ1 ⊗ ψ2 et ψ2 ⊗ ψ1. La question est maintenant :
supposons que l’on fasse une mesure de l’e´nergie du syste`me a` l’instant t et que
l’on trouve E1 + E2. Les principes de me´canique quantique disent qu’en t, le vec-
teur d’e´tat ψ doit eˆtre un vecteur propre normalise´ de l’espace propre associe´ a`
E1 + E2. Le proble`me est maintenant qu’il n’y a aucune raison de priviligier un
choix de vecteur propre plutoˆt qu’un autre dans cet espace propre. On pourrait
par exemple se dire qu’on a nume´rote´ les particules et que l’on postule de prendre
ψ = ψ1 ⊗ ψ2 a` l’instant t. Cette manie`re de proce´der ne tient pas puisque si on
avait juste choisi d’inverser les nume´ros 1 et 2 au de´but de l’expe´rience (ce choix
n’influe en rien sur le syte`me), on aboutit a` une situation diffe´rente a` l’instant t
alors qu’on a fait exactement la meˆme manipulation du syste`me, celle de mesurer
son e´nergie. On pourrait imaginer que ces conside´rations n’ont aucune influence
physique : c’est-a`-dire que dans les deux cas, on arrive a` des vecteurs d’e´tat certes
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diffe´rents mais dont les diffe´rences ne se lisent pas dans leurs effets physiques. Mal-
heureusement, l’expe´rience prouve que ce n’est pas le cas.
Pour re´soudre cette ambigu¨ıte´, il convient de formuler un nouveau principe appele´
principe de Pauli et de´crit dans le paragraphe 3
2. Spin d’un syste`me de deux particules
Avant de parler du principe de Pauli, il convient d’expliquer comment mode´liser le
spin de deux particules. D’abord, en me´canique classique, le moment cine´tique total
de deux syste`mes est e´gal a` la somme des moments cine´tiques des deux syste`mes.
On va garder cette meˆme re`gle pour le spin. Autrement dit, soient deux particules
que nous allons supposer de spin 1/2 dont le spin est de´crit dans les espaces ε1spin
et ε2spin. On va de´crire le spin du syste`me dans l’espace εs = ε
1
spin⊗ ε2spin qui est de
dimension 4. Si l’on note Sˆi (i = 1, 2) les observables vectorielles de spin associe´es,
l’observable totale Sˆ sera
Sˆ = Sˆ1 ⊗ Idε1spin + Idε2spin ⊗ Sˆ2.
La raison est la meˆme que dans le paragraphe pre´ce´dent a` propos de l’e´nergie : cela
permet que les valeurs propres de Sˆ, c’est-a`-dire les valeurs mesurables possibles,
soient les sommes des valeurs mesurables pour chacun des deux spins. Par abus de
notation, nous e´crirons
Sˆ = Sˆ1 + Sˆ2.
Notons (σi+, σ
i
i) la base canonique de ε
i
spin, donc e´tats propres de la composante
en z de Sˆi. Notons enfin σ±,± := σ1± ⊗ σ2±. Les σ±,± forment une base de εs. De
meˆme que pour le cas d’une particule, nous allons poser
sˆ = (Sˆx)
2 + (Sˆy)
2 + (Sˆz)
2 = (Sˆ1x + Sˆ
2
x)
2 + (Sˆ1y + Sˆ
2
y)
2 + (Sˆ1z + Sˆ
2
z )
2 (VI.65)
dont nous notons S(S + 1)~2 les valeurs propres. De meˆme, nous parame´trons
les valeurs propres de Sˆz par M~. Nous noterons σS,M le vecteur propre commun
associe´. Commenc¸ons par regarder les valeurs que peut prendre la norme de S
et donc les valeurs propres de sˆ. Puisque les composantes de Si ne prennent que
les valeurs ±~/2, les composantes de S ne prennent que les valeurs 0 ou ±~. Par
conse´quent, on peut se dire qu’a priori, ‖S‖2 prendra les valeurs 0, ~2, 2~2 ou 3~2.
En fait, ce n’est pas le cas. En effet, on calcule directement en utilisant les relations
(V.52) que
sˆ(σ+,+) = 2~
2σ+,+, sˆ(σ−,−) = 2~2σ−,−,
sˆ
(
1√
2
(σ+,− + σ−,+)
)
= 2~2
1√
2
(σ+,− + σ−,+) et sˆ
(
1√
2
(σ+,− − σ−,+)
)
= 0.
Autrement dit, sˆ ne posse`de que 2 valeurs propres :
– 2~2 correspondant a` la valeur S = 1 dont l’espace propre est de dimension 3
engendre´ par les vecteurs Θ1 := σ+,+, Θ2 := σ−,− et Θ3 := 1√2(σ+,− + σ−,+) ;
– 0 correspondant a` la valeur S = 0 dont l’espace propre est de dimension 1
engendre´ par Θ4 :=
1√
2
(σ+,− − σ−,+).
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Les e´tats de l’espace propre correspondant a` S = 1 sont appele´s e´tats triplets et
celui correspondant a` S = 0 est appele´ singulet. Nous conservons les notations du
paragraphe pre´ce´dent mais nous supposons cette fois que les particules sont les
meˆmes. On a donc ε1spin = ε
2
spin et on peut de´finir l’ope´rateur d’e´change (pour le
spin) Ps par
Ps :
∣∣∣∣ εs → εsu⊗ v 7→ v ⊗ u.
Les vecteurs de εs ne s’e´crivent pas tous sous la forme u ⊗ v mais on e´tend la
de´finition par line´arite´ a` εs tout entier. Alors, par de´finition des vecteurs Θi, on
voit que :
Ps(Θi) = εiΘi (VI.66)
avec εi = 1 si i = 1, 2, 3 et ε4 = −1. Autrement dit, les vecteurs propres corres-
pondant a` S = 1 sont ”totalement syme´triques” tandis que ceux correspondant
a` S = 0 sont “totalement anti-syme´trique“ Cette relation va jouer un roˆle fonda-
mental dans le paragraphe suivant.
3. Principe de Pauli
Nous avons dit qu’il fallait ne´cessairement que deux particules de meˆme nature
soient indiscernables. Supposons que le syste`me compose´ par ces deux particules
soient associe´ a` l’espace de Hilbert εH = ε⊗ε, l’espace de Hilbert ε e´tant lui-meˆme
associe´ a` chacune des deux particules. De´finissons l’ope´rateur d’e´change entre les
deux particules de la meˆme manie`re que ci-dessus, c’est-a`-dire par
P :
∣∣∣∣ ε → εu⊗ v 7→ v ⊗ u.
Le principe que l’on veut formuler consiste donc a` dire que, si ψ est le vecteur d’e´tat
du syste`me, P (ψ) repre´sente le meˆme e´tat physique que ψ. Remarquons que deux
vecteurs d’e´tat ψ et ψ′ de´crivent la meˆme situation physique si et seulement si
toutes les mesures que l’on peut faire sur le syste`me donnent les meˆmes re´sultats,
autrement dit si pour tout ope´rateur Aˆ, on a
(ψ, Aˆψ) = (ψ′, Aˆψ′).
Il est facile de voir que cette condition est re´alise´e si et seulement si ψ s’e´crit
ψ′ = eiϕψ. En appliquant cette observation a` notre situation, on a donc P (ψ) =
eiϕψ et puisque par ailleurs P 2 = Id, eiϕ = ±1. Cela signifie donc que l’on doit
poser comme principe que tout vecteur d’e´tat d’un syste`me de deux particules est
soit totalement syme´trique soit totalement antisyme´triques. Reste a` savoir quel
est le bon choix a` faire. D’ailleurs, ce bon choix, s’il existe, ne de´pend-il que de la
nature des particules ? Autrement dit, un syste`me de deux particules identiques
doit-il toujours avoir un vecteur d’e´tat syme´trique, anti-syme´trique ou bien les
deux situations peuvent-elles arriver ? Le principe de Pauli postule la re´ponse a`
ces questions et modifie la de´finition des bosons et fermions donne´e plus toˆt.
Principe de Pauli : Toutes les particules de la nature appartiennent a` l’une des
cate´gories suivantes :
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– les bosons pour lesquels le vecteur d’e´tat de deux particules identiques est syme´tri–
que (i.e. Pψ = ψ) ;
– les fermions pour lesquels le vecteur d’e´tat de deux particules identiques est anti-
syme´trique (i.e. Pψ = −ψ).
Toutes les particules de spin entier ou nul sont des bosons tandis que celles de spin
demi-entier sont des fermions.
Il faut bien comprendre que ce principe est un postulat : rien ne nous a permis
de de´cider qu’une particule de spin 1/2 par exemple e´tait dans un e´tat totalement
anti-syme´trique plutoˆt que syme´trique. Cela deviendra un the´ore`me en me´canique
quantique relativiste (dont nous ne parlerons pas dans le chapitre correspondant)
et par ailleurs, l’expe´rience confirme que ce postulat est correct.
Ce principe re´duit l’espace dans lequel on travaille. Par exemple, conside´rons deux
particules de spin 1/2 et regardons seulement leur spin. D’apre`s ce principe, il doit
eˆtre dans l’e´tat singulet de´crit dans le paragraphe pre´ce´dent. Le vecteur d’e´tat de
spin doit donc eˆtre e´gal a` 1√
2
(σ+,− − σ−,+). Ce qui signifie que, quelle que soit la
mesure effectue´e sur le spin, on trouve les particules dans un e´tat oppose´. C’est
pourquoi on parle du principe d’exclusion de Pauli. Il faut savoir que ce principe a
un grand nombre de conse´quences macroscopiques dont nous ne parlerons pas ici.
Remarque VI.67. On prendra garde de ne pas confondre le fait d’eˆtre dans un
e´tat anti-syme´trique et le principe d’exclusion e´voque´ ci-dessus. En effet, il existe
des e´tats syme´triques qui ont la meˆme conse´quence : par exemple l’e´tat triplet
1√
2
(σ+,− + σ−,+).

CHAPITRE VII
Me´canique quantique relativiste
De par sa construction qui conside`re le temps comme de´couple´ des variables d’es-
pace, la me´canique quantique n’est pas compatible avec les principes de relati-
vite´ restreinte. On peut d’ailleurs ve´rifier que la the´orie n’est pas invariante par le
groupe de Lorentz ce qui signifie que deux observateurs relativistes ne sont pas phy-
siquement e´quivalents. Expe´rimentalement, on observe aussi que, comme on pou-
vait s’en douter, la me´canique quantique n’est pre´cise que lorsque les phe´nome`nes
observe´s ne mettent en jeu que des particules a` faible vitesse. Elle n’est par exemple
pas un bon mode`le pour de´crire toutes les expe´riences ou` il y a interaction entre
lumie`re et matie`re.
Nous pre´sentons dans ce chapitre les premie`res tentatives pour modifier la me´canique
quantique afin la rendre relativiste. C’est ainsi que nous aboutirons a` l’e´quation
de Dirac. C’est cependant une vision tre`s incomple`te et qui dans de nombreuses
situations ou` elle ne s’applique pas, a e´te´ abandonne´e au profit de la the´orie
quantique des champs, incomple`te elle-aussi mais permettant de re´parer certaines
incohe´rences e´videntes de la me´canique quantique relativiste. Pour comprendre
comment on en est arrive´s a` la the´orie quantique des champs, il est ne´cessaire de
comprendre cette the´orie.
1. E´quation de Klein-Gordon
Nous allons d’abord chercher a` trouver une e´quation relativiste en ne nous pre´o–
ccupant que des variables d’espaces. En d’autres termes, nous commenc¸ons a` tra-
vailler avec une particule de spin 0. Dans ce cadre, pour baˆtir une the´orie relativiste,
il est naturel de travailler dans l’espace de la relativite´ restreinte, autrement dit,
R4 muni de la forme quadratique η := dx2−dt2 de signature (3, 1). Rappelons que
dans ces coordonne´es, la vitesse de la lumie`re vaut 1. Nous n’allons pas chercher
dans ce paragraphe a` pousser la the´orie au maximum. Nous nous contenterons de
soulever quelques proble`mes pose´s par la me´canique quantique relativiste. Nous
serons plus pre´cis dans le paragraphe suivant. Pour commencer, il faut essayer de
de´gager le coeur de la me´canique quantique : il s’agit e´videmment de l’e´quation
de Schro¨dinger i~∂tψ = Hˆψ. En effet, tous les autres principes ne font que de´finir
le cadre de travail et donnent le moyen de relier la the´orie a` la situation phy-
sique. Par contre, c’est cette e´quation qui de´crit l’e´volution du syste`me. Nous
allons donc commencer par supposer que la particule est de´crite la` aussi par une
fonction d’onde de´finie sur R4 et essayer de trouver une ”e´quation de Schro¨dinger
relativiste“. Plac¸ons-nous dans la situation la plus simple ou` la particule n’est pas
charge´e, et e´volue dans le vide sans contrainte. En me´canique classique et dans ce
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contexte, l’e´nergie du syste`me est compose´ uniquement de son e´nergie cine´tique
E = 1/2m‖~v‖2 = ‖~p‖2/2m ou` ~v et ~p sont les vecteurs vitesse et quantite´ de mou-
vement. Cette expression nous a conduits a` de´finir l’observable e´nergie totale Hˆ
par (voir (II.30))
Hˆ = Eˆc + Eˆp = − ~
2
2m
∆.
Dans le meˆme situation physique, que nous regardons cette fois d’un oeil relativiste,
le calcul de l’e´nergie totale tiendra compte de l’e´nergie au repos de la particule
donne´e par la ce´le`bre E = mc2. Nous ne rappellerons pas ici les bases de la
relativite´ restreinte et donnons directement la valeur de l’e´nergie en fonction du
vecteur quantite´ de mouvement ~p (qui appartient a` l’espace vu par l’observateur)
et de la masse au repos : on a
E =
√
η(~p, ~p)−m2. (VII.68)
En proce´dant de la meˆme manie`re que pour obtenir (II.30), cela conduit a` poser
Hˆ =
√
−~2∆+m2.
Cette de´finition n’a pas de sens : pour lui en donner un, plutoˆt que sur (VII.68),
il faut se baser sur l’expression
E2 = η(~p, ~p)−m2 (VII.69)
et de ce fait, poser comme e´quation de Schro¨dinger relativiste
(i~∂t)
2ψ(x, t) = −~2∆ψ(x, t) +m2ψ(x, t)
c’est-a`-dire,
ψ +
(m
~
)2
ψ = 0 (VII.70)
ou` := −∂2t+∆ est l’ope´rateur d’Alembertien. Cette e´quation est appele´e e´quation
de Klein-Gordon. On peut ve´rifier qu’elle est invariante par le groupe de Lorentz
et dans un premier temps en tout cas, elle est un bon candidat pour eˆtre une
e´quation de Schro¨dinger relativiste bien que nous n’ayons pas explique´ encore les
principes de la the´orie.
2. Limites de l’e´quation de Klein-Gordon
L’e´quation de Klein-Gordon est insatisfaisante a` plusieurs e´gards :
(1) D’abord, les relations (VII.68) et (VII.69) ne sont pas e´quivalentes. En
effet, (VII.69) est e´quivalente a`
E = ±
√
η(~p, ~p)−m2.
Autrement dit, d’un point de vue mathe´matique, cela conduit a` des e´nergies
qui peuvent eˆtre ne´gatives. Nous e´tudierons plus tard ce qu’il en est au
niveau physique.
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(2) Supposons qu’un observateur connaisse l’e´tat d’un syste`me a` l’instant
t = 0, c’est-a`-dire qu’il connaisse ψ a` l’instant t = 0, il ne peut pas en
de´duire l’e´volution du syste`me : en effet, l’e´quation de Klein-Gordon e´tant
d’ordre 2 par rapport au temps, il lui faut en plus connaˆıtre ∂tψ en t = 0.
En particulier, il en sera de meˆme pour des vitesses faibles. Cela contredit
la me´canique quantique non relativiste pour laquelle la connaissance de
l’e´tat du syste`me a` un instant donne´ est suffisante pour connaˆıtre son
e´volution.
Avant de regarder les conse´quences physiques d’e´nergies ne´gatives, il faut d’abord
mettre au point la the´orie. Nous nous inte´ressons donc au point (2). Faisons ce
qui est habituel quand on regarde une EDO d’ordre 2 que l’on voudrait ramener
a` l’ordre 1 (en t seulement) : on de´finit le vecteur
ϕ =
(
ψ
∂tψ
)
.
On est ramene´s a` l’e´quation d’ordre 1 suivante :
∂tϕ =
(
0 Id
∆+ m
2
~2
0
)
ϕ.
En fait, il sera plus commode de poser
ϕ1 = ψ +
i~
m
∂tψ et ϕ2 = ψ − i~
m
∂tψ (VII.71)
et de remarquer que la fonction d’onde de´finie par Φ = (ϕ1, ϕ2) ve´rifie l’e´quation
suivante
∂tΦ =
1
2
(
i~
m
∆ i~
m
∆+ 2im
~− i~
m
∆− 2im
~
− i~
m
∆
)
Φ. (VII.72)
Si la vitesse de la particule est petite devant la vitesse de la lumie`re, nous pouvons
ne´gliger son e´nergie cine´tique devant son e´nergie interne et donc l’e´nergie totale
est e´gale a` E ≃ mc2 = m2. En raisonnant de la meˆme manie`re que pour obtenir
(II.30) et (VII.69), cette e´galite´ se traduit en terme d’observables par i~∂tψ = mψ
et donc pour des situations non-relativistes, ϕ2 ≃ 0. En prenant ϕ2 = 0 et en
regardant la premie`re coordonne´e dans (VII.72), on obtient
∂tϕ1 =
i~
2m
∆ϕ1.
Autrement dit, on retrouve l’e´quation de Schro¨dinger non-relativiste.
Il convient maintenant de faire une remarque importante : dans le cadre non-
relativiste, l’interpre´tation de la fonction d’ondes comme une densite´ de probabi-
lite´ de´pend de manie`re e´vidente de la forme produit (espace * temps) de l’espace-
temps. En effet, il suffit d’imposer que sur les espaces t = constante, la fonction
d’onde soit de norme 1. Le premier proble`me que nous rencontrons ici est qu’en
relativite´ restreinte, le temps n’est pas universel et poser t = constante avec la
coordonne´e t de R4 revient a` choisir un observateur particulier. C’est en fait un
faux proble`me : en effet, l’ide´e sera de construire une densite´ de probabilite´ P (x, t)
telle que
∫
R3
P (x, 0)dx = 1 Ensuite, en se de´brouillant bien (voir ci-dessous), on
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montre que l’e´quation de Klein-Gordon implique
∫
R3
P (x, T )2dx = 1 pour tout
T . L’e´quation de Klein-Gordon e´tant invariante par le groupe de Lorentz, cette
conservation de norme sera vraie quel que soit la variable de temps t choisie, pour
peu qu’elle corresponde a` un observateur galile´en.
Venons-en au deuxie`me proble`me : on veut obtenir la conservation de norme
e´voque´e ci-dessus. Notons (·, ·) le produit scalaire de L2. En me´canique quantique
non-relativiste, on posait P (x, t) = |ψ|2 et l’e´quation de Schro¨dinger impliquait
que
∂t
∫
R3
P (t, x)dx =
∫
R3
(∂tψ)ψ + ψ(∂tψ)dx = 0.
Si maintenant nous conside´rons une solution de ψ de l’e´quation de Klein-Gordon
(VII.70), et si nous posons P (x, t) = |ψ|2, le meˆme raisonnement ne fonctionne
plus. Il ne fonctionne que lorsque la fonction d’onde est soumise a` une e´quation
du type ∂tψ = Aˆψ ou` Aˆ est auto-adjoint. L’e´quation de Klein-Gordon n’est pas
sous cette forme et il faut s’y prendre autrement. La premie`re possibilite´ consiste
a` poser :
P (x, t) =
i~
m
(∂tψ)ψ + ψ(∂tψ) (VII.73)
ou` la constante i~
m
, qui n’a aucune importance dans le raisonnement, a e´te´ choisie
pour retrouver la situation non-relativiste en approximation. Avec cette expression
et l’e´quation de Klein-Gordon, on obtient
∂t
∫
R3
P (t, x)dx =
∫
R3
(∂ttψ)ψψ(∂ttψ)dx
=
∫
R3
(∆ψ +
m2
~2
ψ)ψ − (∆ψ + m
2
~2
ψ)ψdx = 0
ou` la dernie`re e´galite´ s’obtient en inte´grant par partie. La formule (VII.73) pose de
toute manie`re un proble`me important : on peut ve´rifier que la densite´ de proba-
bilite´ P (x, t) de´finie sous cette forme n’est pas positive partout. D’apre`s Pauli et
Weisskopf [PW34], cela peut ne´anmoins se re´soudre en modifiant l’interpre´tation
de P (x, t) mais leur the´orie soule`ve de nombreux proble`mes.
La deuxie`me possibilite´ est de travailler en de´finissant P (x, t) = ‖Φ‖2 ou` Φ est
solution du syste`me (VII.71). Nous ne rentrerons pas dans les de´tails dans ce pa-
ragraphe. L’e´quation de Dirac que nous e´tudierons dans le prochain paragraphe se
base sur le meˆme principe : travailler avec une e´quation d’ordre 1. Cela permet de
de´finir la densite´ de probabilite´ comme la norme de la fonction d’onde.
Au final, quoi que l’on fasse, deux proble`mes vont subsister :
(1) l’existence de solutions d’e´nergie ne´gative : c’est ce qui conduira Dirac a`
postuler l’existence d’un ”positron“, particule analogue a` l’e´lectron mais
charge´e positivement (voir prochain paragraphe) ;
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(2) le proble`me de conservation du nombre de particules que nous n’avons pas
encore e´voque´ mais qui est pourtant le plus fondamental : expe´rimentale–
ment, on sait que le nombre de particules d’un syste`me n’est pas une
quantite´ conserve´e. Or par construction meˆme de la me´canique quan-
tique ou` l’on construit l’espace de travail en fonction des degre´s de liberte´
de chaque particule, la the´orie n’est pas adapte´e a` la situation. C’est ce
point particulier qui fera que la me´canique quantique relativiste est aban-
donne´e dans de nombreuses situations au profit de la the´orie quantique
des champs.
3. L’e´quation de Dirac
Nous allons maintenant essayer de construire une the´orie relativiste des particules
de spin 1/2, disons de l’e´lectron pour fixer les choses, c’est-a`-dire qui tient compte
du spin. Nous nous placerons dans une situation sans champ e´lectromagne´tique. De
ce fait, nous ne verrons pas les effets de la charge de la particule et n’en tiendrons
donc pas compte. Les deux proble`mes e´voque´s a` la fin du paragraphe pre´ce´dent
ne seront pas re´solus ici : comme nous l’avons dit, seule la the´orie quantique des
champs sera a` meˆme de lever le proble`me de non-conservation du nombre de par-
ticules. Nous allons travailler dans un espace de Hilbert εexterieur⊗εspin. D’apre`s le
mode`le non-relativiste, il est naturel de conside´rer que εspin est de dimension finie.
La composante de spin e´tant vectorielle, elle comportera en relativite´ restreinte
quatre composantes, c’est-a`-dire quatre observables la` ou` il n’y en avait que trois
dans la the´orie non-relativiste. C’est l’e´tude de ces quatre observables qui fixera
la dimension de εs mais cette discussion est repousse´e a` plus tard. En tout cas, a`
ce point, en fixant une base (ϕ1, · · · , ϕr) de l’espace εspin, on pourra conside´rer le
vecteur d’e´tat ψ = (ψ1, · · · , ψr) comme un vecteur a` r composantes, ou` r est la
dimension de εspin et ou` chaque composante est une fonction d’onde de l’espace
ε := εexterieur = L
2(R3). Le vecteur ψ ∈ εexterieur ⊗ εspin original se retrouvera en
e´crivant ψ =
∑r
i=1 ψi⊗ϕi. Dans la suite, nous jonglerons avec ces deux manie`res de
voir les choses. Pour obtenir un mode`le satisfaisant, il faudra que le vecteur d’e´tat
ψ soit soumis a` une e´quation ge´ne´ralisant celles de Schro¨dinger (qui ne tient pas
compte des phe´nome`nes relativistes) et de Klein-Gordon (qui ne tient pas compte
du spin) et qui devra avoir deux proprie´te´s principales :
(1) elle devra eˆtre invariante sous l’action du groupe de Lorentz ;
(2) elle devra eˆtre d’ordre 1 en t et plus pre´cise´ment de la forme
i~∂tψ = HˆDψ (VII.74)
ou` HˆD est un ope´rateur auto-adjoint. En de´finissant la densite´ de proba-
bilite´ de pre´sence par P (x, t) =
∑r
j=1 ‖ψj‖2(x, t), la forme de l’e´quation
montrera que ∂t
∫
R3
P (x, t)dx = 0. La de´monstration est la meˆme que celle
du cadre non-relativiste.
La forme explicite de HˆD de´pendra bien e´videmment du syste`me physique e´tudie´.
Comme toujours, ce sont les situations les plus simples qui servent de guide pour
construire des mode`les de syste`mes plus e´labore´s. C’est pourquoi ici, nous allons
nous placer dans un syste`me physique compose´ d’un seul e´lectron qui n’est soumis
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a` aucun potentiel, qui pourrait d’ailleurs briser l’invariance sous l’action du groupe
de Lorentz. Il sera plus commode d’utiliser les notations (x1 := x, x2 := y, x3 :=
z, x4 := t) pour simplifier les expressions. L’observable HˆD repre´sentera, comme
dans le cas non-relativiste, l’e´nergie totale du syste`me. Il y a plusieurs remarques
a` faire : en ce qui concerne la partie ”spatiale”, l’e´nergie du syste`me de´pendra
e´videmment de la quantite´ de mouvement ~p = (p1, p2, p3) (on se place du point de
vue d’un observateur galile´en qui “voit” les espaces t = constante) mais pas de
la position (x1, x2, x3) puisque l’e´quation doit eˆtre invariante par les translations.
Autrement dit, HˆD de´pendra des observables pˆj = −i~∂j mais pas des xi. De plus,
le groupe de Lorentz, contrairement au groupe O(3) agit aussi sur la quatrie`me
composante. Dans l’e´quation (VII.74), le terme qui contient l’ope´rateur ∂t est
line´aire. Il doit en eˆtre de meˆme pour les termes contenant les ope´rateurs ∂j , et
donc les ope´rateurs pˆj. On remarque enfin que l’e´nergie au repos est une fonction
line´aire de la masse et c’est pourquoi nous supposerons que le terme contenant m
doit aussi eˆtre line´aire. Pour finir, on va faire l’hypothe`se raisonnable que HˆD se
met sous la forme
HˆD = Hˆexterieur ⊗ Hˆspin
ou` les observables Hˆexterieur et Hˆspin agissent respectivement sur εexterieur et εspin.
Les remarques que nous avons faites ci-dessus conduisent a` faire l’hypothe`se que
HˆD est de la forme
HˆD =
3∑
j=1
σˆj pˆ+mσ4 (VII.75)
ou` l’ope´rateur mˆ associe´ a` l’e´nergie au repos est confondu avec m (la multiplication
par m) et ou` l’observable vectorielle
σˆ =


σˆ1
σˆ2
σˆ3
σˆ4.


agit uniquement sur εspin. Les arguments ci-dessus n’ont aucune rigueur mais
comme toujours en physique, on propose des mode`les et l’expe´rience viendra confir-
mer leur efficacite´ : c’est ce que se passe ici.
Remarquons tout de meˆme que cela suppose l’existence d’une observable vectorielle
de dimension 4 agissant sur l’espace εspin, ce qui n’est pas totalement de´raisonnable
sachant que nous travaillons cette fois sur R4. Il est naturel de supposer par ailleurs
que l’e´quation de Klein-Gordon est ve´rifie´e lorsqu’on ne conside`re que les parties
spatiales de HˆD. C’est-a`-dire que l’on veut que
− ~2∂ttψ =
(
2∑
i=1
pˆ2i +
m2
~2
)
ψ. (VII.76)
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Des relations (VII.74) et (VII.75), on tire que(
i~∂tψ −
3∑
j=1
σˆj pˆ−mσ4
)
ψ = 0.
Et donc (
i~∂tψ +
3∑
j=1
σˆj pˆ+m~σ4
)(
i~∂tψ −
3∑
j=1
σˆj pˆ+m~σ4
)
ψ = 0,
c’est-a`-dire, puisque les observables de spin commutent avec les observables ex-
ternes :
[
− ~2∂ttψ −
3∑
j=1
σˆ2j pˆ
2
j −m2σˆ24 −
∑
1≤j<l≤3
(σˆj σˆl + σˆlσˆj)pˆj pˆl
−
3∑
j=1
(σˆj σˆ4 + σˆ4σˆj)mσˆ4
]
ψ = 0.
En comparant cette expression avec (VII.76), nous obtenons que, pour tous j, l ∈
{1, · · ·4}, j 6= l,
αˆ2j = 1 et σˆj σˆl + σˆlσˆj = 0. (VII.77)
L’e´quation (VII.74), qui se re´e´crit sous la forme
− i~∂tψ = (
3∑
j=1
σˆj pˆ+mσ4)ψ (VII.78)
ou` les σˆj ve´rifient (VII.77), est appele´e e´quation de Dirac.
4. E´criture spinorielle de l’e´quation de Dirac
L’adjectif “spinorielle“ qui apparaˆıt dans le titre de ce paragraphe ne signifie
pas “relatif au spin” puisque de toutes manie`res, l’e´quation de Dirac est la` pour
mode´liser le spin de l’e´lectron. Il signifie que l’on va exprimer l’e´quation de Di-
rac avec l’objet mathe´matique “spineur“ que nous de´crivons tre`s rapidement dans
l’appendice C. Reprenons les notations du paragraphe pre´ce´dent et posons pour
i ∈ {1, 2, 3},
γˆi := σˆ4σˆi et γˆ4 := σˆ4.
D’apre`s les relations (VII.77), on voit que
γˆ2i =
∣∣∣∣ −1 si i ∈ {1, 2, 3}1 si i = 4
et que, si i 6= j
γˆiγˆj + γˆjγˆi = 0.
On reconnaˆıt ici les relations (III.97) de l’appendice C ve´rifie´es par les ope´rateurs
ρ(ei) agissant sur Σ4. Puisque Σ4 est de dimension minimale parmi les espaces
sur lesquels des ope´rateurs ve´rifiant de telles relations agissent, on peut raison-
nablement poser εspin := Σ4 (rappelons que le spin 1/2 correspond a` la valeur
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minimale de spin non nulle et donc a` l’espace εspin de plus petite dimension) et
poser γˆi := ρ(ei) = ei· ou` l’on a muni R4 de la base canonique et ou` e4 correspond
a` la coordonne´e t. On travaille donc maintenant sur l’espace ε := L2(R4)⊗Σ4. Un
vecteur d’e´tat s’e´crit
ψ =
4∑
j=1
ψj ⊗ ϑj
ou` l’on a choisi une base orthonorme´e (ϑ1, · · · , ϑ4) de Σ4 et ou` les ψj sont des
fonctions de carre´ inte´grable et a` valeurs complexes. Pour tous (x, t) ∈ R4 et j,
ψj(x, t) ∈ C et donc
ψ(x, t) =
4∑
j=1
ψj(x, t)⊗ ϑj = 1⊗ (
4∑
j=1
ψj(x, t)ϑj)
ce qui fait que ψ peut se voir comme une fonction de R4 a` valeurs dans Σ4. Avec
ces notations, en multipliant a` gauche par σˆ4, l’e´quation de Dirac se re´ecrit
i~
4∑
j=1
ej · ∂jψ −mψ = 0
c’est-a`-dire avec les notations de l’appendice C
(i~D(ψ)−m)ψ = 0. (VII.79)
L’e´quation mise sous cette forme est sans doute plus difficile a` interpre´ter d’un
point de vue physique mais a` l’avantage de faire intervenir des objets bien connus
des mathe´maticiens. En particulier, l’ope´rateurD se de´finit parfaitement de manie`re
intrinse`que sur les varie´te´s lorentzienne. L’espace (R4, η) e´tant une varie´te´ lorent-
zienne, l’e´quation de Dirac ne de´pend pas des coordonne´es choisies et est donc
invariante par le groupe de Lorentz.
5. Une construction plus physique de l’espace εspin
L’e´criture spinorielle du paragraphe pre´ce´dent a l’avantage de donner une forme
simple a` l’e´quation de Dirac mais se preˆte mal a` son interpre´tation physique.
Nous allons essayer de pre´senter la situation sous un angle diffe´rent. A` la place de
construire les ope´rateurs γˆi, nous aurions pu poser
αˆ1 := −iσˆ2σˆ3, αˆ2 := −iσˆ3σˆ1, αˆ3 := −iσˆ1σˆ2
et aussi
βˆ1 := −iσˆ1σˆ2σˆ3, βˆ2 := −iσˆ4σˆ1σˆ2σˆ3 et βˆ3 := σˆ4.
De nouveau avec les relations (VII.77), on voit que
– les ope´rateurs αˆj commutent avec les ope´rateurs βˆj : on a donc envie de cher-
cher εspin sous la forme εspin = ε
1
spin ⊗ ε2spin ou` les ope´rateurs αˆj et βˆj agissent
respectivement sur ε1spin et ε
2
spin.
– Les ope´rateurs vectoriels (αˆ1, αˆ2, αˆ3) et (βˆ1, βˆ2, βˆ3) satisfont aux meˆmes relations
de commutation qu’un spin, c’est-a`-dire qu’elles satisfont aux relations (V.50).
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Le raisonnement mene´ dans le cadre non-relativiste s’applique alors sur chaque
εjspin. On va donc de´cider de prendre ε
1
spin = ε
2
spin = εs ou` εs est l’espace de
Hilbert a` deux dimensions avec lequel on a de´ja` travaille´ pour de´finir le spin 1/2
en me´canique quantique non-relativiste. Par ailleurs, les de´finitions des αˆj ne font
intervenir que les coordonne´es spatiales σˆj avec j ∈ {1, 2, 3}. On va lui faire jouer
un roˆle particulier ce qui permettra de retrouver l’interpre´tation non-relativiste du
spin. Pour cela, il suffit de voir que σˆ4 = βˆ3 qui agit sur ε
2
spin = ε2 ve´rifie βˆ
2
3 = 1 et
donc ε2spin = Vect(u+, u−) ou` (u+, u−) est une base orthonorme´e de ε
2
spin compose´e
des vecteurs propres u± associe´s aux valeurs propres ±1 de βˆ3. On peut donc e´crire
εspin = ε
+ ⊕ ε−
ou` ε± := εs ⊗ Vect(u±). On peut donc aussi e´crire
ε = (εexterieur ⊗ ε+) + (εexterieur ⊗ ε−).
Via cette de´composition, le vecteur d’e´tat ψ se de´compose en la somme
ψ = ψ+ + ψ−
ou` ψ± s’e´crivent ψ˜± ⊗ u± et sont donc des vecteurs propres associe´s a` la valeur
propre ±1 de l’observable σˆ4. Puisque chacun des deux espaces εexterieur ⊗ ε±
est de dimension 2, on peut convenir que les deux premie`res coordonne´es de ψ
correspondent a` ψ+ et les deux dernie`res a` ψ− et re´e´ecrire la notation initiale
ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, ψ4) de la manie`re suivante
ψ =
(
ψ+
ψ−
)
ou`
ψ+ =
(
ψ1
ψ2
)
et ψ− =
(
ψ3
ψ4
)
.
Venons-en maintenant a` l’interpre´tation physique de ψ+. Nous discuterons rapi-
dement de celle de ψ− dans le paragraphe suivant mais elle est beaucoup moins
claire et les physiciens ne s’accordent pas sur ce point.
Reprenons l’e´quation de Dirac (VII.78)
−i~∂tψ = (
3∑
j=1
σˆj pˆj + σˆ4m)
et plac¸ons-nous a` un niveau d’e´nergie E. Autrement dit, conside´rons un vecteur
propre ϕ ve´rifiant
(
3∑
j=1
σˆj pˆj + σˆ4m)ϕ = Eϕ (VII.80)
que nous de´composons en ϕ = ϕ++ϕ− ≃ (ϕ+, ϕ−) associe´ a` la de´composition de ε.
Par construction, σˆ4ϕ± = ±ϕ±. Par ailleurs, plac¸ons-nous dans des conditions non-
relativistes : la quantite´ de mouvement est petite par rapport a` la masse et donc
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E ≃ m. En reportant dans (VII.80) ou` l’on ne´glige les termes faisant apparaˆııtre
la quantite´ de mouvement, on obtient
σˆ4m(ϕ+, ϕ−) ≃ m(ϕ+, ϕ−),
c’est-a`-dire
m(ϕ+,−ϕ−) ≃ m(ϕ+, ϕ−)
ce qui implique qu’a` la limite non-relativiste ϕ− ≃ 0. C’est la raison pour laquelle
on conside`re que le vecteur ψ+ s’interpre`te comme le vecteur d’e´tat non-relativiste
de la particule et contient tout l’information sur le spin. Plus pre´cise´ment, le spin
vectoriel de la particule est donne´ par l’observable vectorielle (αˆ1, αˆ2, αˆ3).
6. De la the´orie du positron a` la the´orie quantique des champs
Dans ce paragraphe, nous allons nous inte´resser de plus pre`s au proble`me des
e´nergies ne´gatives dont nous avons de´ja` parle´ plus haut. Pour commencer, plac¸ons-
nous dans la meˆme situation qu’a` la fin du paragraphe pre´ce´dent et conside´rons
une situation non-relativiste. Nous avons vu alors qu’un e´tat d’e´nergie e´tait de´crit
par un vecteur propre (ψ+, ψ−) ou` la composantes ψ− est tre`s petite devant la
composante ψ+ (on parle d’ailleurs de grandes et petites composantes). Rappelons
que, avec les notations du paragraphe pre´ce´dent, les vecteurs ψ± s’e´crivent ψ± =
ψ˜± ⊗ u±. Conside´rons maintenant le vecteur ψ˜ := (ψ˜− ⊗ u+, ψ˜+ ⊗ u−). D’apre`s ce
qui pre´ce`de, la composante ψ˜−⊗u+ est petite par rapport a` ψ˜+⊗u−. En ne´gligeant
encore une fois la quantite´ de mouvement, ce vecteur est cette fois propre pour
l’e´nergie HˆD ≃ mσˆ4 mais avec valeur propre −m. Si l’on ne ne´glige plus les termes
de quantite´ de mouvement, ψ˜ n’est pas ne´cessairement un vecteur propre mais on
obtient malgre´ tout que
(ψ˜, HˆDψ˜) < 0.
Cela sugge`re deux remarques :
– D’abord, il existe des e´tats d’e´nergie ne´gative. Nous l’avons de´ja` e´voque´ mais
nous en obtenons ici une preuve. On peut en fait eˆtre beaucoup plus pre´cis et
de´crire pre´cise´ment les e´tats d’e´nergie ne´gative, ce qui ne nous sera pas utile ici.
– La vecteur d’e´tat a` deux composantes ψ− semble correspondre a` une particule
qui se comporte comme l’e´lectron mais dont la masse est ne´gative.
La the´orie permet de pre´dire assez pre´cise´ment le comportement que pourrait
avoir une particule de masse ne´gative. Mais ce comportement n’a jamais e´te´ ob-
serve´ expe´rimentalement. Par contre, des phe´nome`nes similaires au niveau de la
charge ont e´te´ observe´s. Pour simplifier les choses, nous avons ignore´ la charge mais
avec des raisonnements similaires, nous pouvions mettre en e´vidence des e´tats cor-
respondant a` des ”e´lectrons” de masse +m mais de charge −e > 0 donnant lieu a`
des e´nergies ne´gatives.
Ces proble`mes pourraient n’avoir aucune importance en postulant simplement
que ces e´tats ne sont que mathe´matiques et que les vecteurs d’e´tat acceptables
sont ceux qui appartiennent au sous-espace engendre´ par les vecteurs propres de
l’e´nergie correspondant a` des valeurs propres positives. De cette manie`re, le vecteur
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ψ˜ de´fini ci-dessus ne correspond simplement a` aucun e´tat physique. Malheureu-
sement, en regardant ce qui se passe de plus pre`s, on peut voir qu’un e´lectron
place´ dans l’e´tat d’e´nergie positif le plus faible a une probabilite´ non nulle de
basculer vers un e´tat d’e´nergie ne´gative. Pour donner une interpre´tation physique
a` ce phe´nome`ne, Dirac imagine la the´orie suivante : dans le vide, tous les e´tats
d’e´nergie ne´gative sont sature´s par un e´lectron. Dans un syste`me physique, il peut
arriver que l’un de ces e´lectrons s’e´chappe, formant ainsi un ”trou“. Ce trou se
comporte alors exactement comme une particule de masse m et de charge −e que
l’on appelle positron. Cette manie`re de pre´senter les choses est un progre`s e´vident
qui permet d’expliquer bon nombre de faits expe´rimentaux et qui permet de com-
prendre la cre´ation/annihilation de paires de particules. Remarquons qu’il s’agit
bien de paires de particules puisque quand un e´lectron passe d’un e´tat d’e´nergie
ne´gative a` un e´tat d’e´nergie positive, l’e´lectron lui-meˆme apparaˆıt ainsi que le trou
qu’il laisse, c’est-a`-dire son anti-particule. Malheureusement, cette the´orie posse`de
aussi de gros inconve´nients : lorsqu’un niveau d’e´nergie ne´gative est occupe´ ou
libe´re´, le nombre de particules que l’on observe n’est plus le meˆme, ce qui est mal
de´crit par la me´canique quantique relativiste puisque par de´finition, elle attribue
un espace de Hilbert a` chaque particule. Il faut, pour rendre compte de nombreux
phe´nome`nes, baˆtir une the´orie qui permette la cre´ation/annihilation de particules
dans sa formulation. C’est le but de la the´orie quantique des champs. Pour finir,
disons que la the´orie quantique des champs elle-meˆme est incomple`te. Quand on
la regarde dans le cadre de la relativite´ ge´ne´rale, elle dit que la notion de vide
de´pend des observateurs ce qui a conduit Hawking a` e´mettre son hypothe`se de
rayonnement des trous noirs (inobserve´e a` ce jour). Or ce fait, s’il est e´tabli, est
mal compris dans le cadre de la the´orie. La the´orie des cordes est beaucoup plus
efficace sur ce point.

ANNEXE A
Rappels sur les transforme´es de Fourier
Le but de ce paragraphe est de rappeler les de´finitions et proprie´te´s de base qui
concernent la transformation de Fourier et qui nous seront utiles lors de l’e´tude de
la me´canique quantique. Soit f : R3 → C. On suppose que f tend suffisamment
vite vers 0 a` l’infini. Nous ne serons pas plus pre´cis dans ce texte.
DE´FINITION I.81. La fonction sur R3 de´finie par
g(p) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
f(x)e
i
~
p·xdx
ou` · repre´sente le produit scalaire canonique de R3 est appele´e transforme´e de
Fourier de f .
Bien e´videmment, nous avons choisi ici les constantes de normalisation adapte´es
a` la situation qui nous inte´resse. Alors, la transformation de Fourier a plusieurs
proprie´te´s qui nous seront utiles :
Inversion de la transforme´e de Fourier : Si g est la transforme´e de Fourier
de f , alors on a aussi :
f(x) =
1
(2π~)3/2
∫
R3
g(p)e−
i
~
p·xdp. (I.82)
The´ore`me de Plancherel-Parseval : La transformation de Fourier est une
isome´trie de L2(R3). Autrement dit, si g est la transforme´e de Fourier de f , on a∫
R3
|f(x)|2dx =
∫
R3
|g(p)|2dp. (I.83)
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ANNEXE B
Rappels sur les espaces de Hilbert
La formulation de la me´canique quantique s’appuie sur les espaces de Hilbert. Nous
faisons ici quelques rappels sur le sujet.
1. De´finitions, ge´ne´ralite´s
1.1. E´nonce´s.
DE´FINITION II.84. (1) Soit E un espace vectoriel complexe. Une forme
(·, ·) : C× C→ C est appele´e produit scalaire hermitien si
– pour tous x, y, z ∈ E, α ∈ C, on a (x, y) = (y, x), (x, αy) = α(x, y),
(x, y + z) = (x, y) + (x, z) ;
– pour tout x ∈ E, ‖x‖2 := (x, x) est un re´el positif ou nul, et nul si
et seulement si x = 0.
Un espace de Hilbert (hermitien) est un espace vectoriel complexe H muni
d’un produit scalaire hermitien (·, ·) pour lequel H est complet.
Soit maintenant un espace de Hilbert H . On fixe y ∈ H . La forme line´aire x →
(y, x) est continue. Un the´ore`me important est le re´sultat suivant qui affirme que
la re´ciproque est vraie.
THE´ORE`ME II.85. ((de repre´sentation de Riesz)
Soit H un espace de Hilbert et f une forme line´aire continue sur H. Alors, il existe
un unique y ∈ H tel que pour tout x ∈ H, f(x) = (y, x). Autrement dit, on a une
isomorphisme canonique de H sur l’espace dual H ′ des formes line´aires continues
de H.
En raison de son importance pour la me´canique quantique, nous donnons une
de´monstration de ce the´ore`me dans le paragraphe 1.2. Si chacun est familier avec
la dimension finie, il n’est sans doute pas inutile de faire quelques rappels sur ce
qui se passe en dimension infinie. En particulier, rappelons le re´sultat fondamental
suivant
THE´ORE`ME II.86. SOit H un espace de Hilbert et F un sous-espace ferme´.
Alors, F ⊕ F⊥ = H.
Nous ne donnons pas la preuve de ce re´sultat. Nous l’utiliserons plus loin.
1.2. De´monstration du the´ore`me II.85. Soit f : H → H une application
line´aire continue. S’il existe y ∈ H tel que f = (y, ·) alors il est unique. En effet,
si z ∈ H ve´rifie la meˆme relation, alors (y − z, ·) est l’application line´aire nulle et
donc ‖y − z‖2 = (y − z, y − z) = 0 ce qui implique y = z. Il reste donc a` montrer
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l’existence. Si f = 0, on prend y = 0. Sinon, Ker(f) est un espace vectoriel ferme´
(image re´ciproque d’un ferme´ par f) distinct de H . D’apre`s le the´ore`me II.86,
Ker(f)⊥ n’est donc pas re´duit a` {0}. Soit b ∈ Ker(f)⊥. Posons px = x− f(x)f(b) b. On
a f(px) = 0 et donc b ⊥ px. Cela implique que (b, px) = 0 i.e. f(x) =
(
f(b)
‖b‖2 b, x
)
.
On obtient le y cherche´ en posant y = f(b)‖b‖2 b.
2. Spectre des ope´rateurs
2.1. De´finitions. Nous avons vu l’importance en me´canique quantique de
pouvoir e´crire un vecteur comme combinaison line´aire de vecteur propres. Il faut
rappeler d’abord quelques de´finitions.
DE´FINITION II.87. Soient H un espace de Hilbert, T : H → H un ope´rateur
(un application line´aire de H dans lui-meˆme) et λ ∈ C.
– λ est une valeur propre de T s’il existe x ∈ H, x 6= 0 tel que T (x) = λx
autrement dit si T − λId n’est pas injectif. L’ensemble des valeurs propres est
note´ V p(T ). L’ensemble Eλ := ker(T − λId) est l’espace propre associe´ a` λ.
– λ est une valeur spectrale de T si T − λId n’est pas inversible. L’ensemble des
valeurs spectrales est appele´ spectre de T et est note´ σ(T ).
En dimension finie, il est bien e´vident que ces deux de´finitions sont e´quivalentes
tandis qu’en dimension infinie, une valeur propre est aussi une valeur spectrale
mais la re´ciproque est fausse en ge´ne´ral. Il est important de noter que
PROPOSITION II.88. Les valeurs propres d’un ope´rateur auto-adjoint (i.e. un
ope´rateur tel que pour tous x, y ∈ H, (Tx, y) = (x, Ty)) sont re´elles.
C’est une proposition tre`s importante : en me´canique quantique, les mesures d’une
quantite´ physique sont des valeurs propres d’ope´rateurs auto-adjoints. Cette pro-
position assure que ces grandeurs sont re´elles. La preuve est e´vidente : si α est une
valeur propre et x un vecteur propre associe´, on a, puisque T est auto-adjoint,
α‖x‖2 = (x, Tx) = (Tx, x) = α‖x‖2,
ce qui implique α = α et donc α ∈ R. En travaillant un peu plus, on peut voir que
la proposition est vraie aussi avec les valeurs spectrales mais ce sont les valeurs
propres qui seront importantes pour la me´canique quantique.
2.2. De´composition spectrale d’un ope´rateur compact. L’un des princi–
pes importants de la me´canique quantique est de repre´senter les quantite´s phy-
siques par des ope´rateurs d’un espace de Hilbert dont les vecteurs propres forment
une base hilbertienne de H . Tous les ope´rateurs ne posse`dent pas cette proprie´te´.
Un contre-exemple est donne´ dans le paragraphe 2.2.1. Par contre, on a :
THE´ORE`ME II.89. Soit H un espace de Hilbert hermitien et T un ope´rateur auto-
adjoint compact (i.e. l’image de toute partie borne´e est relativement compacte).
Alors H = ⊕α∈V p(T )Eα. De plus cette somme est orthogonale.
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Rappelons que par de´finition la somme directe infinie ⊕iEi des espaces vectoriels
Ei est l’ensemble des combinaisons line´aires finies de vecteurs de Ei. Nous donnons
une de´monstration de ce the´ore`me dans le paragraphe 2.2.2. Ce the´ore`me implique
COROLLAIRE II.90. Soit H un espace de Hilbert hermitien et T un ope´rateur
auto-adjoint compact, alors V p(T ) est au plus de´nombrable et tout vecteur ψ de H
s’e´crit
ψ =
∑
α∈V p(T )
Pα(ψ)
ou` Pα est le projecteur orthogonal sur l’espace Eα.
Nous de´montrons ce corollaire dans le paragraphe 2.2.3. Pour finir, en prenant une
base hilbertienne dans chaque espace propre nous obtenons aussi
COROLLAIRE II.91. Soit H un espace de Hilbert hermitien et T un ope´rateur
auto-adjoint compact. Alors, il existe une base hilbertienne orthonorme´e de H (pas
force´ment de´nombrable) compose´e uniquement de vecteurs propres de T .
Remarque II.92. Remarquons que pour α 6= 0, l’espace propre Eα est de di-
mension finie. En effet, sinon, conside´rons une suite orthonorme´e (en) de Eα qui
forme donc un sous-ensemble borne´ de Eα. Puisque l’ope´rateur T est compact,
T (en) admet une sous-suite convergente. Mais, cela ne peut pas eˆtre vrai car pour
n 6= m,
‖T (en)− T (em)‖2 = α2‖en − em‖2 = 2α2
la dernie`re e´galite´ re´sultant de Pythagore.
2.2.1. Contre-exemple. Nous allons construire un espace de Hilbert H , un ope´–
rateur T continu de H , auto-adjoint qui n’admet aucun vecteur propre. Nous
de´finissons H = l2(Z,C) comme l’espace des suites indexe´es par Z, a` valeurs
complexes, de carre´ sommable, munies du produit hermitien canonique. Notons
A l’ope´rateur de´fini par A((xi)i) = (xi+1)i. Son adjoint est clairement donne´ par
A∗((xi)i) = (xi−1)i. Notons donc T = A + A∗. On a donc T ((xi)i) = 1/2(xi−1 +
xi+1). Par construction, T est auto-adjoint, borne´ (de norme 1) donc continu. Par
ailleurs, soit x un vecteur propre associe´ a` une valeur propre λ. On a donc une suite
re´currente de´finie par xi+1 − 2λxi + xi−1 = 0. Notons α1, α2 les racines complexes
de l’e´quation y2 − 2λy + 1 = 0. Il est alors classique que :
– si α1 6= α2, la suite x est de la forme xi = C1αi1 + C2αi2 et n’est donc pas dans
H sauf si elle est nulle (car elle n’est pas de carre´ sommable).
– si α1 = α2 = α, la suite x est de la forme xi = (C1i + C2)α
i qui n’est pas non
plus de carre´ sommable.
2.2.2. De´monstration du the´ore`me II.89. Nous commenc¸ons par de´montrer le
lemme suivant :
LEMME II.93. La norme ‖T‖ (norme d’ope´rateur) est valeur propre de T .
Preuve du lemme II.93
Notons α = ‖T‖. Si α = 0, le re´sultat est e´vident. Supposons α 6= 0. Par de´finition,
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il existe une suite (xn) de vecteurs unitaires telle que limn ‖T (xn)‖ = α. Notons
A = αId− T . On a par de´finition de (xn)
lim
n
(A(xn), xn) = 0. (II.94)
L’ope´rateur A est auto-adjoint et positif. En particulier, la forme (u, v)→ B(u, v) :=
(Au, v) est biline´aire syme´trique. Par Cauchy-Schwarz :
‖A(xn)‖2 = B(xn, A(xn)) ≤ B(xn, xn)B(A(xn), A(xn)). (II.95)
D’apre`s (II.94), limnB(xn, xn) = 0. De plus,
B(A(xn), A(xn)) = (A
2(xn), A(xn)) ≤ ‖A‖‖A(xn)‖ ≤ ‖A‖2.
On de´duit de (II.95) que limnA(xn) = 0 et donc que limn(T (xn) − αxn) = 0.
Par ailleurs, T e´tant compact, T (xn) converge (quitte a` prendre une sous-suite).
Ainsi (αxn)n est convergente. Puisque α 6= 0, (xn) converge vers un x non nul
puisqu’unitaire. Par continuite´ de T , on a
T (x)− αx = lim
n
(T (xn)− αxn) = 0.
Cela de´montre le lemme. 
On peut maintenant passer a` la
Preuve du the´ore`me II.89 Notons F = ⊕α∈V p(T )Eα. Supposons F 6= H . D’apre`s
le the´ore`me II.86, l’espace vectoriel F⊥ n’est pas re´duit a` {0}. De plus, il est stable
par T . On de´duit du lemme II.93 qu’il existe α valeur propre de T/F⊥ . Soit x un
vecteur propre non nul associe´. Puisque α est aussi valeur propre de T , x ∈ F ∩F⊥.
On en de´duit une contradiction puisque d’apre`s le the´ore`me II.86, F ∩F⊥ = {0}.
2.2.3. De´monstration du corollaire II.90. Remarquons d’abord que Pα est bien
de´finie. En effet, Eα = (T−αId)−1({0}) est ferme´ en tant qu’image re´ciproque d’un
ferme´ par une application continue. D’apre`s le the´ore`me II.86, on a H = Eα⊕E⊥α
ce qui donne naturellement Pα. Ensuite, le the´ore`me dit que tout vecteur ψ est
limite de ψn ou` chaque ψn =
∑kn
i=1 ψ
n
αi
ou` les ψnαni ∈ Eαni sont des vecteurs propres
de T deux a` deux orthogonaux. Notons Ωn = {αn1 , · · · , αnk} les valeurs propres
implique´es dans ψn et posons Ω
′
n = ∪nk=0Ωn les valeurs propres implique´es dans
tous les ψi pour i ≤ n. Posons maintenant un =
∑
α∈Ω′n Pα(ψ). Il est facile de
voir que ‖ψ − un‖ ≤ ‖ψ − ψn‖ si bien que (un) converge vers ψ. Par ailleurs, par
de´finition,
lim
n
un =
∑
Ω′
Pα(ψ)
ou` Ω′ = ∪n∈NΩ′n est un ensemble au plus de´nombrable. On en de´duit le corollaire.
2.3. De´composition spectrale dans le cadre de la me´canique quan-
tique. Nous avons donne´ dans le paragraphe pre´ce´dent le the´ore`me de de´composi–
tion spectrale des ope´rateurs compacts. Malheureusement, ces ope´rateurs sont
rares et notamment, ceux dont nous aurons besoin ne le sont pas en ge´ne´ral.
Rappelons le principe IIc) de me´canique quantique e´nonce´ dans le chapitre III.
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Principe de de´composition spectrale : Notons (aα)α les valeurs propres de l’ob-
servable Aˆ. Soit ψ le vecteur d’e´tat du syste`me. La probabilite´ de trouver aα en
mesurant la grandeur physique aα a` l’instant t est e´gale a` ‖ψα‖2 ou` ψα est la
projection orthogonale de ψ(t) sur le sous-espace propre de Aˆ associe´ a` la valeur
propre aα.
Ce principe sous-entend que l’ope´rateur Aˆ a une proprie´te´ de de´composition spec-
trale telle que celle donne´e pour les ope´rateurs compacts. Or, on a vu dans le para-
graphe 2.2.1 que, meˆme pour un ope´rateur borne´, ce re´sultat est faux en ge´ne´ral.
Que dire alors des ope´rateurs simples comme ceux rencontre´s en me´canique ondu-
latoire (position et quantite´ de mouvement) qui ne sont meˆme pas borne´s ? Pour
faire les choses rigoureusement, il convient de se placer dans un espace plus grand
que εH . Nous ne donnerons pas cette construction ici mais nous expliquons com-
ment cela se passe lorsque Aˆ est l’observable position ou quantite´ de mouvement
de la me´canique ondulatoire. En particulier, on travaille dans l’espace de Hilbert
L2. Commenc¸ons par rappeler que si x est le vecteur position de la particule, l’ob-
servable associe´e est la multiplication par x. Pour x fixe´, l’espace propre est de
dimension 1 et le projecteur associe´ est la distribution de Dirac δx au point x.
Cette fonction est nulle dans L2 et donc L2 n’est pas le bon espace de fonctions.
Ne´anmoins chaque fonction de L2 peut s’e´crire comme une somme infinie (en l’oc-
currence une inte´grale) de projections sur les espaces propres. Plus pre´cise´ment,
V p(xˆ) = R3 et on a ψ(y) =
∫
x∈R3 δy(x)ψ(x)dx.
De meˆme si on regarde la premie`re composante du vecteur quantite´ de mouvement
px, l’ope´rateur associe´ est pˆx = −i~∂x dont les vecteurs propres sont les fonctions
p → e i~px associe´es a` la valeur propre x ∈ R. On peut de´composer ψ dans cette
”base“ de vecteurs propres en utilisant l’inversion de la transforme´e de Fourier.
La projection de ψ sur l’espace propre associe´ a` x est p → ei i~pxϕ(p) ou` ϕ est la
transforme´e de Fourier de ψ. En inte´grant sur l’ensemble des valeurs propres (R),
on retrouve bien ψ.
Cette manie`re de proce´der se ge´ne´ralise de manie`re rigoureuse a` tout ope´rateur
auto-adjoint meˆme non borne´. Nous n’expliquerons pas ici la manie`re de s’y prendre.
3. Diagonalisation simultane´e de deux ope´rateurs qui commutent
Conside´rons deux ope´rateurs A et B auto-adjoints d’un espace de Hilbert H
satisfaisant le principe de de´composition spectrale discute´e dans le paragraphe
pre´ce´dent. Alors
PROPOSITION II.96. Si AB = BA, il existe une base hilbertienne compose´e de
vecteurs qui sont propres a` la fois pour A et B.
En effet, soit x un vecteur propre de A associe´ a` une valeur propre λ alors ABx =
BAx = λBx et donc Bx est aussi vecteur propre de A associe´ a` λ. En particulier,
les espaces propres de A sont stables par B. Il ne reste plus qu’a` appliquer le
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principe de de´composition spectrale a` l’ope´rateur B restreint a` chacun des sous-
espaces propres de A.
4. Produit tensoriel d’espaces de Hilbert
Soient G,H deux espaces de Hilbert (cela pourrait eˆtre seulement des espaces
vectoriels). On peut montrer (ce que nous ne ferons pas ici) qu’a` isomorphisme
pre`s, il existe un unique espace de Hilbert note´ G⊗H appele´ produit tensoriel de
G par H et une application line´aire T : G×H → G⊗H tels que
– T (G×H) engendre G⊗H ;
– Si (gi)i, (hj)j sont des bases hilbertiennes de G et H alors (T (gi, hj))i,j est une
base hilbertienne de G⊗H .
On notera ge´ne´ralement u⊗ v a` la place de T (u, v). Si G et H sont de dimension
finie, c’est aussi le cas de G⊗H et on a
dim(G⊗H) = dim(G)dim(H).
Le produit hermitien sur G⊗H est tel que pour u, u′ ∈ G, v, v′ ∈ H ,
(u⊗ v, u′ ⊗ v′) = (u, u′)G(v, v′)H .
Pour finir, si f, f ′ sont des ope´rateurs de G et H , on obtient un ope´rateur f ⊗ f ′
de G⊗H en posant
f ⊗ f ′(u⊗ v) = f(u)⊗ f(v).
ANNEXE C
Les spineurs
La construction pre´cise des spineurs en ge´ne´ral est complique´e. Une tre`s bonne
re´fe´rence est par exemple [Hiz99]. Nous nous plac¸ons ici dans le cadre simple de
la relativite´ restreinte, c’est-a`-dire sur R4 munie de la forme quadratique η :=
dx2 − dt2. L’alge`bre de Clifford Cl(R4, η) est de´finie par
Cl(R4, η) := T (R4)/I(R4, η)
ou` T (R4) est l’alge`bre tensorielle de R4, autrement dit
T (R4) = ⊕∞k=0(⊗ki=1R4)
et ou` I(R4, η) est l’ide´al engendre´ par les e´le´ments de la forme x ⊗ x + η(x, x)1.
La loi de multiplication interne sur Cl(R4) (c’est-a`-dire celle induite par ⊗ sur le
quotient) est note´e ”·“ et s’appelle multiplication de Clifford. On peut alors ve´rifier
que Cl(R4, η) est l’alge`bre engendre´e par R4 avec la relation
v · w + w · v = −2η(v, w)1 (III.97)
pour tous v, w ∈ R4. En particulier, notons (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4,
on a les relations
ei · ej + ej · ei = 0
si i 6= j et
e2i =
∣∣∣∣ −1 si i ∈ {1, 2, 3}1 si i = 4.
On peut ve´rifier que
{ei1 · ei2 · ... · eik |1 ≤ i1 < · · · < ik, 0 ≤ k ≤ 4}
est une base de l’espace vectoriel Cl(R4, η).
En fait, ce sera la complexification de l’alge`bre de Clifford
Cl(R4, η) = Cl(R4, η)⊗R C
qui nous inte´ressera. On peut maintenant regarder les e´le´ments de Cl(R4, η) comme
des endormophismes de l’espace vectoriel Cl(R4, η). En effet, x ∈ Cl(R4, η) s’iden-
tifie a` y → x·y. On peut montrer que sous cette action, il existe un espace vectoriel
note´ Σ4 qui est stable et de dimension minimale 4. Si l’on avait travaille´ dans R
n,
la dimension aurait e´te´ de 2[n/2]. Sans rentrer dans les de´tails et notamment en
oubliant les difficulte´es lie´es a` la parite´ de la dimension, cette dimension de 2[n/2]
n’est pas surprenante : l’espace des applications line´aires d’un espace vectoriel de
dimension m = 2n/2 est 2m = 2n qui est exactement en dimension paire du moins,
la dimension complexe de Cl(R4, η). L’expression explicite de Σ4 est complique´e
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et inutile. Il suffit de retenir, en re´e´crivant les choses de manie`re plus habituelle,
qu’il existe une repre´sentation irre´ductible
ρ : Cl(R4, η)→ EndC(Σ4)
appele´e repre´sentation spinorielle complexe. Pour v ∈ R4 ⊂ Cl(R4, η) et ψ ∈ Σ4,
on notera v · ψ plutoˆt que ρ(v)ψ. Soit maintenant ψ : R4 → Σ4. En prenant une
base de Σ4, ψ est donc une fonction a` 4 composantes complexes : elle correspond
au vecteur d’e´tat qui apparaˆıt dans l’e´quation de Dirac dans le chapitre sur la
me´canique quantique relativiste. On de´finit maintenant l’ope´rateur
D :=
4∑
i=1
ei · ∂i.
L’ope´rateurD est appele´ ope´rateur de Dirac. Les relations (III.97) montrent imme´diatement
que
D2 = − = −∆x + ∂tt. (III.98)
On peut aussi construire sur Σ4 de manie`re naturelle un produit hermitien qui est
tel que D est auto-adjoint.
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